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  المستخلص
ت  م ف  ي ھ  ذا البح  ث معالج  ة م  شكلة تع  دد العلاق  ة الخطی  ة ب  ین المتغی  رات التوض  یحیة ف  ي 

 Swindle وك  ان الباح  ث، أنم  وذج الانح  دار المتع  دد م  ستخدمین طریق  ة انح  دار الح  رف المعدل  ة
 إل ى المق در βوتستند على إض افة معلوم ات م سبقة ع ن متج ھ المعلم ات ، دمھا أول من ق)1976(

 وت  م اختیارن  ا لتل  ك المعلوم  ات الم  سبقة لتمث  ل متج  ھ Hoerl and Kennard (1970)ال  ذي قدم  ھ 
وت م تحدی  د القیم  ة المثل  ى  ، βالوس ط الح  سابي لمكون  ات متج  ھ مق در المربع  ات ال  صغرى للمتج  ھ 

  .دلة والتي تجعل متوسط مربعات الخطأ للمقدر الناتج أقل ما یمكن لعامل الحرف للطریقة المع
أجریت مقارنة بین مقدرات المربعات الصغرى ومقدرات انحدار الحرف المعدلة لبیان ات ت م 
ًتولیدھا بأسلوب مونت كارلو لخمسة عشر متغیرا توضیحیا بأحجام عینات مختلفة وبافتراض ق یم  ً

وتح   ت ھ   ذه  ، 2σ و βطة وباختی   ار ق   یم مختلف   ة للمتج   ھ مختلف   ة لمع   املات ارتباط   ات ب   سی
  .الافتراضات استنتجنا أن طریقة الحرف المعدلة أفضل من طریقة المربعات الصغرى

  
 Least Squares & Ridgeالمقارن ة ب ین المربعات الصغرى، انح دار الح رف، : الكلمات المفتاحیة

Regression   
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Abstract 

In this paper, the problem of combating multicollinearity between predictor variables 
in multiple linear regression model has been studied. This treatment has been done by using 
the adjusted ridge regression which is suggested by Swindle (1976). This method depends 
on adding a vector of prior information about the vector of regression parameters β to the 
estimator proposed by (Hoerl & Kennard, 1970). We selected the vector of prior 
information to represent the average of Ordinary Least Squares estimator for β . The 
optimal value for ridge parameter that makes the mean square error of the adjusted 
estimator minimum has been selected. A comparison between the ordinary least squares 
and the adjusted estimators has been done. A Monte Carlo simulation is made for 15 
predictor variables by choosing different sample sizes simple correlation coefficients, β and 

2σ  and we concluded that the adjusted estimators is better than the ordinary least squares 
estimators .  
 
Key Words: Least Squares, Adjusted Ridge, Comparison between Least Squares and 

Adjusted Ridge. 
  

  المقدمة
، نم وذج الانح دارأتعد طریقة المربعات الصغرى من الطرائق المھمة لتقدیر معلم ات 

 تعتم د علیھ ا ف ي أساس یةولھذه الطریقة فروض ، ًفضلا عن السھولة والبساطة في الاستخدام
ن طریقة المربع ات ال صغرى إسقاط أحد ھذه الفروض فإوعند ،  مقدرات ظاھرة معینةإیجاد

  . مقدرات خطیة غیر متحیزةأفضلونھا تمتلك تفقد خاصیتھا ك
وقد تواجھ الباحث مشكلات كثیرة في عدم توافر فروض التحلیل عند اس تخدام طریق ة 

 م  صفوفة أعم  دةع  دم اس  تقلالیة (منھ  ا م  شكلة تع  دد العلاق  ة الخطی  ة ، المربع  ات ال  صغرى
لحال ة ی تم اللج وء وف ي ھ ذه ا، التي بدورھا تؤثر ف ي نت ائج المق درات) المتغیرات التوضیحیة

نم وذج الانح دار، وم ن ھ ذه الطرائ ق طریق ة انح دار أیجاد طرائق أخر لتق دیر معلم ات إلى إ
 ھ  ذه الطریق  ة تعط  ي مق  درات ونت  ائج جی  دة مبنی  ة عل  ى ح  ساب اق  ل مجم  وع إن إذ ،الح  رف

  .مربعات خطأ
  

   Least Squares Methodطریقة المربعات الصغرى 
ًكث ر ش یوعا لتق دیر معلم ات  الطرائ ق المھم ة والأتعد طریقة المربع ات ال صغرى م ن

 أف ضلذ تتمیز ھ ذه الطریق ة بخ صائص جی دة جعلتھ ا م ن إ، نموذج الانحدار الخطي المتعددأ
ل   ى مب   دأ ت   صغیر مجم   وع مربع   ات إوت   ستند ھ   ذه الطریق   ة ، ًالطرائ   ق وأوس   عھا اس   تعمالا

  . قل ما یمكنألى إانحرافات القیم الحقیقیة عن القیم المقدرة 
  :المتعدد على وفق الصیغة الآتیةنموذج الانحدار الخطي وتتمثل المعادلة العامة لأ

Yi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + …. + βpXip + Ui   ,   i=1,2,…,n  ; j=1,2,…,p   
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  : حیث ان
n : عدد المشاھدات  
p : عدد المتغیرات التوضیحیة  

غرى لمعلم ات نم وذج  الصیغة الریاضیة للحصول على مق درات المربع ات ال صإن  
  : الآتيكالانحدار تكون 

YX)XX( 1
LS ′′=β −

∧
    ………………………………………………….(1)       

  
  خواص مقدرات المربعات الصغرى 

   عدم التحیز   -ًأولا

β=β
∧

)(E
LS

   ……………………………………………..……………(2)                 

  
   التباین    ً-ثانیا

∧

−
∧

′σ=β 12
LS

)XX()(Var    ………………………………………………(3) 

  
   الخطیة ً-ثالثا

)X)XX أنبما  1 ′′ ن المقدر أ و ، ثابتةأعداد ھي مصفوفة −
LS

∧
β دالة خطیة ف ي Y 

)X)XXن إف    1 ′′ ن مق   درات المربع   ات ال   صغرى  ف   إوب   ذلك،  Y للمتغی   ر ً مع   املاع   د ی−
  .اھدات متغیر الاستجابة مقدرات خطیة في مش

  
   متوسط مربعات الخطأ ً-رابعا

 12
LS )XX(tr)(MSE −
∧

′σ=β    ………………………………………….(4)         
وف  ي حال  ة تمثیلھ  ا بدلال  ة الج  ذور والمتجھ  ات الممی  زة یك  ون متوس  ط مربع  ات الخط  أ 

  : بالصیغة الآتیة

∑
=

−
∧

λσ=β
p

1j

1
j

2
LS)(MSE        ……………………………………………(5)        

)XX( تمثل الجذور الممیزة لمصفوفة )jλ(حیث  ′  
  
  
  
  

  Unbiased Ridge Regression Methodانحدار الحرف غیر المتحیز   
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ض افة إوذل ك ب، Horel & Kennardنم وذج أ Swindle عم م الباح ث ١٩٧٦ف ي الع ام 
 وب  ذلك ت  صبح ، المتحی  زة لانح  دار الح  رفل  ى الطریق  ةإ أساس  یة )ولی  ةأ(معلوم  ات م  سبقة 

  : بالشكل الآتي)١ (المعادلة

)KJYX()KIXX()J,KI( 1
P +′+′=β −

∧

   ……………………………(6) 
 الثاب ت إض افة والھ دف م ن β ھو متجھ ثابت للمعلومات المسبقة المقدرة لـ Jن أ حیث

K ومتج  ھ المعلوم  ات الم  سبقة J ل  ى المتج  ھ إYX′  ر القط  ر ال  رئیس ھ  و ت  صغیر عناص 
1للم  صفوفة 

P )KIXX(  م  ن خ  لال الوس  ط Jت  م ح  ساب قیم  ة المعلوم  ات الم  سبقة ، ′+−
عب  ر عن  ھ وی، أح  اديًالح  سابي لمعلم  ات طریق  ة المربع  ات ال  صغرى م  ضروبا بمتج  ھ ثاب  ت 

  :ًریاضیا بالصیغة الآتیة
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
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   Prior Information)ولیةالأ(  المسبقة تالمعلوما
  (Pliskin,1987)تعریف 
ذا كان حاص ل ط رح متوس ط مربع ات الخط أ لمعلم ات طریق ة انح دار الح رف غی ر إ

ف ي ، ًالمتحیزة عن متوسط مربعات الخطأ لمعلم ات طریق ة انح دار الح رف المتحی زة موجب ا
سط المسبق الجی د ولجمی ع ق یم معلم ة  المتوبأنھ Jھذه الحالة یعرف متجھ المعلومات المسبقة 

)K( الموجب  ة عن  دما تك  ون ك  ل م  ن المق  درات (K)الح  رف 

∧
β و )J,KI(

∧
β مح  سوبة اعتم  ادا ً

  :ًعبر عنھا ریاضیا بالصیغة الآتیةوی ،لكلیھماو أ نفسھا (K)على قیمة معلمة الحرف 

0)(MSE)(MSE )J,KI()K( >β−β
∧∧

    ……………………………….. (8) 

ن مق درات طریقت ي انح دار الح رف المتحی زة وغی ر المتحی زة ھ ي  ف إK=0 كانت فإذا
  :بالشكل الآتي) ٦(و ) ١(وبذلك تصبح المعادلة ، ھا مقدرات طریقة المربعات الصغرىنفس

 LS
1

)0()K( YX)XX(
∧

−
∧∧

β=′′=β=β   

 LS
1

)J,0()J,KI( YX)XX(
∧

−
∧∧

β=′′=β=β  
  

J,KI()K(LS(وبذلك نح صل عل ى 

∧∧∧
β=β=βجمی ع ق یم  ولJ ،ن القی د عل ى وب ذلك ف إ

   .K>0معلمة الحرف ھو 
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   وعلاقتھا ببیانات العینة)الأولیة(المسبقة المعلومات 
 Prior Information Related to Sample Data  

، ولی  ةف  ي المج  ال التطبیق  ي ق  د لا ن  ستطیع الح  صول عل  ى تق  دیر لمتج  ھ المعلوم  ات الأ
وبذلك یمك ن الح صول عل ى تق دیر لمتج ھ ، لمتعلق بالعینةولي الذلك یمكن استخدام المتجھ الأ

ط الح سابي لمعلم  ات س  ذ یمك ن اس تخدام المتوإ ،مكانی  ةولی ة م  ن خ لال ھ ذه الإالمعلوم ات الأ

 أي (OLS)طریقة المربعات الصغرى 
∧
β الأولي كعناصر للمتجھ:  

)KJYX()KIXX( 1
R +′+′=β −

∧
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)XX(1 المصفوفة أعمدة من j تمثل مجموع العمود bj مصفوفة و B نأ إذ −′  
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  : نأخذ الصیغة الآتیةMSE الـ ولإیجاد
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ل ى إًریاض یا نأخ ذ الاش تقاق الجزئ ي بالن سبة ) K( قیمة معلمة الح رف إیجادولغرض 
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  مقارنة مقدرات طریقتي المربعات الصغرى و انحدار الحرف 

أف ضل  إن إذ،  للمقارن ة ب ین الط ریقتین(MSE)یستخدم معیار متوسط مربع ات الخط أ 
 بطریق  ة انح  دار (MSE)ـ  ال  أنذ م  ن الملاح  ظ إ (MSE)ق  ل خط  أ طریق  ة ھ  ي الت  ي تمتل  ك أ
ولجمی ع ق یم معلم ة  باس تخدام طریق ة المربع ات ال صغرى (MSE)الحرف یكون اق ل م ن ال ـ 

  .K>0الحرف 
 ١٩٧٦ ، ع  ام Swindel والت  ي افترض  ھا الع  الم Kنع  وض ع  ن قیم  ة معلم  ة الح  رف 

  :یةتترة محددة عرفھا في الحالات الآ معلمة الحرف تقع ضمن فأنحیث ذكر 
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 Jن  ھ ف  ي حال  ة اس  تخدام متج  ھ المعلوم  ات الم  سبقة أ) (Pliskin,1987لاح  ظ الباح  ث 

)J,kI( الثابت  ة ھ  ي نف  سھا ف  ي الح  التینkكمتج  ھ ثاب  ت، وكان  ت قیم  ة معلم  ة الح  رف 
∧

β 
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)kI,0(و
∧

β ،ل م ن ق أن متوسط مربع ات الخط أ لمق درات طریق ة الح رف غی ر المتحی زة فإ
 وذل ك باس تخدام قیم ة J=0متوسط مربعات الخطأ لمق درات طریق ة الح رف المتحی زة عن دما 

  :إن نفسھا أي Kمعلمة الحرف 
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  .K=diag(ki)في حالة 
  :نحصل على) ١٨( بالمعادلة Kوبتعویض قیمة 
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                                                                 أنوبما 
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  :نحصل على) ٢٠(من المعادلة ) ١٩(وبطرح المعادلة 
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J,KI((MSE((ن إ فk>0ن قیمة أوحیث 
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  الجانب التطبیقي
سلوب مون ت أ لتولید البیانات عن طریق استخدام (Matlab 6.5) الـم برنامج ااستخدتم 

  تب ینتی ة الآوالج داول ،  القیاس ي یتم تولی د البیان ات م ن التوزی ع الطبیع يإذ، كارلو للمحاكاة
ص غر قیم ة أ ولأعل ىاس تخدام المتجھ ات الممی زة المقابل ة ب للطریقتین ال سابقتین MSEقیم الـ 

حج  ام عین  ات أً متغی  را وب١٥ حی  ث ت  م التطبی  ق عل  ى ،ولی  ةممی  زة كمتجھ  ات للمعلوم  ات الأ
ص غر أ لطریق ة انح دار الح رف المعدل ة كان ت MSE قیمة ال ـ أنحیث تبین ) ٣٠،٥٠،١٠٠(

  :K>0یقة المربعات الصغرى ولجمیع قیم  لطرMSEمن قیمة الـ 
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   تمث  ل βمق  درات المعلم  ات لطریقت  ي المربع  ات ال  صغرى والح  رف عن  دما : ول  ىالتجرب  ة الأ
  الممیز المقابل لأعلى قیمة ممیزةالمتجھ                   

  
   ١جدول ال

  عند  المعدلة قیم متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف
  تطبیق التجربة الأولى

                Corr. 
MSE(

∧

β ) 
N 0.5 0.75 0.9 

LS  2.1908 12.388 49.9 
RR  30 

1.9044 7.2362 12.934 
  

   βمق   درات المعلم   ات لطریقت   ي المربع   ات ال   صغرى والح   رف عن   دما : التجرب   ة الثانی   ة
  صغر قیمة ممیزةبل لأالمتجھ الممیز المقا تمثل                  

  
  ٢جدول ال

  عند المعدلة قیم متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف 
  تطبیق التجربة الثانیة  

                Corr. 

MSE(
∧

β ) 
N 0.5 0.75 0.9 

LS  2.5313 3.9044 8.381 
RR 30 

2.1605 3.1323 5.327 
  

   تمثل βمقدرات المعلمات لطریقتي المربعات الصغرى والحرف عندما : الثالثةالتجربة 
   قیمة ممیزة لأصغر                  المتجھ الممیز المقابل 

  
  ٣جدول ال

  عند المعدلة قیم متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف 
  تطبیق التجربة الثالثة  

                Corr. 

MSE(
∧

β ) 
N 0.5 0.75 0.9 

LS  0.94734 1.5428 3.4126 
RR 50 

0.86759 1.3409 2.5855 
 

   تمث ل βمق درات المعلم ات لطریقت ي المربع ات ال صغرى والح رف عن دما : التجربة الرابع ة
   قیمة ممیزة لأعلىالمتجھ الممیز المقابل                   

  
  ٤جدول ال



 ]٥٥[الصفاوي والحسو
 

  

  عند المعدلة متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف قیم 
  تطبیق التجربة الرابعة

                Corr. 

MSE(
∧

β ) 
N 0.5 0.75  0.9 

LS  1.0307  5.9005 21.871 
RR  50 

0.93715  3.8278 7.7848 
  

 تمثل βالمربعات الصغرى والحرف عندما مقدرات المعلمات لطریقتي : التجربة الخامسة
   قیمة ممیزة لأصغرالمتجھ الممیز المقابل 
  

  ٥جدول ال
  عند المعدلة قیم متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف 

  تطبیق التجربة الخامسة  
                Corr. 

MSE(
∧

β ) 
N 0.5 0.75 0.9 

LS  0.36913 0.56834 1.2363 
RR 100  

0.3583 0.54217 1.1198 
  

  تمث لβمقدرات المعلمات لطریقتي المربع ات ال صغرى والح رف عن دما : التجربة السادسة
   قیمة ممیزةلأعلىالمتجھ الممیز المقابل 

  
  ٦جدول ال

   عند  المعدلةقیم متوسط مربعات الخطأ لطریقتي المربعات الصغرى وانحدار الحرف
  بیق التجربة السادسة  تط

                Corr. 

MSE(
∧

β ) 
N 0.5 0.75 0.9 

LS  0.45198 2.1247 7.6941 
RR  100  

0.43586 1.8043 4.7534 
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  الاستنتاجات والتوصیات
  الاستنتاجات -

  :لى الاستنتاجات الآتیةإتوصلنا ا البحث من خلال ھذ
یق  ة انح  دار الح  رف وبت  وافر المعلوم  ات الم  سبقة أف  ضل م  ن  مق  درات المعلم  ات بطرإن .١

مق  درات المربع  ات ال  صغرى لجمی  ع أحج  ام العین  ات الم  ذكورة ف  ي التج  ارب ال  سابقة 
  .المختلفة) α(ولجمیع قیم الارتباط 

 βمق  درات المعلم  ات لطریقت  ي المربع  ات ال  صغرى والح  رف عن  دما ف  ي حال  ة اس  تخدام  .٢
ذ تع  د إ،  الإش  ارات مت  شابھةأن نج  د  قیم  ة ممی  زةص  غرلممی  ز المقاب  ل لأمث  ل المتج  ھ ات

عالج  ة م  شكلة تع  دد طریق  ة انح  دار الح  رف باس  تخدام المعلوم  ات الم  سبقة ناجح  ة ف  ي م
 تمث ل المتج ھ الممی ز β ف ي حال ة اس تخدام مق درات المعلم ات عن دما أما. العلاقة الخطیة

تك ون مختلف ة عن دما یك ون  الإشارات للمعلم ات أن نجد فإننا ،المقابل لأعلى قیمة ممیزة
30nحجم العینة  سوف یتم التغل ب عل ى  فقط وعند زیادة حجم العینة وقیمة الارتباط=

 .وذلك من خلال استقرار الإشارات لجمیع المعلمات، ھذه المشكلة
  
  التوصیات -

 : بما یأتيصى من استنتاجات یوانلیھ الباحثإًواعتمادا على ما توصل 
دام طریق  ة انح  دار الح  رف ف  ي الدراس  ات الت ي تع  اني متغیراتھ  ا م  ن تع  دد العلاق  ة اس تخ .١

ًباین ا  تعط ي تلأنھ اوذل ك ، الخطیة مھما كانت قیمة الارتب اط ب ین المتغی رات التوض یحیة
 .قل متوسط مربعات خطأًمناسبا ومقدراتھا تمتلك أ

 كم ا ف ي المعادل ة kباستخدام المعلوم ات الم سبقة نوص ي باس تخدام قیم ة معلم ة الح رف  .٢
 دق ة م ن أكثر تقدیرات إعطاءلى إ وسوف یؤدي استخدامھا k كونھا قیمة مناسبة لـ (15)

 .تقدیرات المربعات الصغرى
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