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  حول الجبور الأولية المضروبة كلياً الخاصة 
 

  **دعاء فائز عبد االله            *عامر عبد الإله محمد

    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  الملخص

 المضروبة الأوليةعرفنا الجبور  محمد – رودريكث وكابريرا –تبعاً لماثيووكابريرا 

 محمد التي تنص –تم تحسين النتيجة العائدة لـ كابريرا باستخدام تلك الجبور . كليا الخاصة 

 يكون A مضروباً كلياً فان الانغلاق المركزي لـ أولياً جبرا حقيقياً A كان إذاعلى انه 

  .  مضروباً كلياً أولياًجبرا معقداً 

خاصة بالجبور التي سبقتها كليا البة  المضروالأولية حددنا علاقة الجبور وأيضاً

  .  كلياً الأولية المميزة والجبور الأولية المضروبة كليا والجبور الأولية الجبور وبالأخص
 
 

On Particular Totally Multiplicatively Prime Algebras 
 

Abstract 
 

Following Mathiew, Cabrera-Rodriguez and Cabera-Mohammed 
we define particular totally multiplicatively prime algebra. Using these 
algebras we improved the result due to Cabera-Mohammed which stated 
that, if A is a real totally multiplicatively prime algebra, than the central 
closure of A is a complex totally multiplicatively prime algebra. 
Also we explain the relation between particular  totally multiplicatively 
prime algebra with prior algebra specifically totally multiplicatively 
prime algebras ultraprime algebras and totally prime algebras.   
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  : مقدمة وتمهيد . 1

 للـدكتوراه  أطروحتهأول من درس التقوية التحليلية للخصائص الجبرية هو ماثيو في           

 بمعنـى أن أي     أولياً اً جبر A كان   إذا مثلاًنقصد بالتقوية التحليلية للخصائص الجبرية      .  [6]

هـذه  .  تكـون صـفراً      أنراً فان احدهما يجب      حاصل ضربهما يساوي صف    Aمثاليتين لـ   

baM للجبر تم تمثيلها بدلالة المؤثر الخطي الأوليةالخاصية     : ياتي وكما ,

( ) axbxMx
AAM

ba

ba

=,

, :
a

a
 

,0 كان   إذا وفقط   إذايكون أولياً   ) تجميعي  ( Aفان   =baM   0 إلـى  يؤدي=a  أو 

0=b   
)حيث   )Aba baM أستطاع ماثيو أن يستخدم المؤثر الخطي        ,∋  للتقوية التحليلية لخاصية    ,

   : ياتي وكما اً معيارياً جبرA للجبر في حالة كون الأولي

 وجد عدد ثابـت موجـب       إذا مميز   ي أول  جبر  بأنه A المعياري   يع التجمي للجبريقال  

0>K بحيث   

baMbaK ,≤       a,b∈A                       
…(1) 

 تغنيننـا   (1) العلاقة   أن وكما   (1)قة   مباشرة من العلا   اً أولي Aمن السهل معرفة كون     

 الأوليةظهور الجبور    . [7] المميز أنظر    الأوليعن استخدام القوة المميزة في تعريف الجبر        

ات والمميزة أثارت اهتمام الباحثين وأولهم ماثيو في دراسات متميزة لمعرفة جبـور مهمـة ذ              

) , C*−جبر ,  H*−تاريخ مثل جبر  )HLp , ( )HC0 , ( )HC p كونها هـل  في 

 ـ    C*− أن يثبت أن جبر      [7] أستطاع ماثيو في     ؟ مميزة   أوليةهي جبور     اً أولي يكـون أولي

   . K=1 بثابت اًمميز

 السؤال الـذي  [2] ,[8] ,[9] المميزة مثل الأوليةسات حول الجبور نذكر بعض الدرا

 أو  اً للجبور لا تعتمد على كون الجبر تجميعي       الأولية الخاصية   أن  هل  ذهن الباحثين  إلىيتبادر  

baM انه لا يمكن استخدام المؤثر الخطي        إلا ؟غير تجميعي   للجبر  الأولية الخاصية   لإعطاء ,

baM بديل للمؤثر    إيجاد إلىلة كونه غير تجميعي لذلك لجأ الباحثون        في حا   والمؤثر البـديل    ,

baNهو     : الآتي ومعرف بالشكل ,
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )bGaFGFNGF
AAMAMN

ba

ba

.,,
:

,

,

=

×

a

a
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 كان  إذا وفقط   إذاأولي  هو  ) اليس بالضرورة تجميعي  ( Aالجبر  من السهولة معرفة أن     

0, =baN   0 إلى يؤدي=a   0 أو=b .      من  [4]  رودريكث –وأستطاع كل من كابريرا 

baN بدلالة المـؤثر الخطـي       التجميعي للجبر غير    الأولية التقوية التحليلية للخاصية     إعطاء , 

   :ياتيوكما 

 وجد إذا Totally prime algebra)( كليأولي جبر انه Aال للجبر المعياري يق

  أن بحيث K<0عدد ثابت موجب 

baNbaK ,≤                 …(2) 

  ر  اهتمام الباحثين في دراسات متميـزة نـذك        أثار أيضاً كلياً   الأوليةظهور الجبور   ان  

 كـل الجبـور   أن يثبتا أن [4] رودريكث في –استطاع كل من كابريرا  . [3] [4] [5]منها 

 كلياً التجميعية وغير التجميعيـة      الأولية كل الجبور    أن كلياً وكذلك    أولية المميزة تكون    الأولية

  يعرفا الجبـور   أن [1]محمد في   واستطاع كل من الباحثين كابريرا      كما  . تكون مغلقة مركزياً    

وسـع   المضروبة التي ظهرت في دراستهما لعلاقة المركز الموسع للجبر بـالمركز الم            الأولية

  : لجبر المضروبات له وكما ياتي

 كان كل مـن  إذا Multiplicatively prime)( مضروب أولي بأنه Aيقال للجبر 

Aو ( )AMأولية اًر جبو .   

)  المـضروب  الأولـي ( مؤثر خطي يكافئ الـصفة الجبريـة         إلى اج الباحثان وقد احت 

aFW المضروب للجبر بدلالة المؤثر الخطـي        ة يعطيا الخاصية الاولي   أنواستطاعا    علـى   ,

  :  والمعرف بالشكل الآتي رودريكث–غرار ما فعله كابريرا 
( )

( ) ( )aFTTWT
AAMW

aF

aF

=,

, :
a

a
 

 أولـي  هـو جبـر      Aبتـا أن     أن يث  )1] ، قضية    [1( محمد في    –كابريرا  استطاع  

ــضروب  ــط إذام ــان إذا وفق ,0 ك =aFW ــؤدي ــى ي ــث  (a=0 أو F=0 إل حي

( )AMFAa ∈∈ , . (  

aFW المـؤثر الخطـي      [2]ي   ف  محمد –كابريرا  كذلك استخدم     للتقويـة التحليليـة     ,

   : ياتي وكما اً معيارياً جبرA المضروب للجبر في حالة كون الأوليلخاصية 

 وجد عـدد ثابـت موجـب    إذا ي مضروب كلولي جبر أانه Aيقال للجبر المعياري 

0>K أن بحيث :   

bFWaFK ,≤                         …(3) 
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   الدكتوراه أطروحة المضروبة كلياً بشكل تفصيلي في       الأولية دراسة الجبور    تقد تم و

  .]3[,]2[,]1[ ث المشتركة مع كابريرا نذكر منهاوكذلك البحو .[2]لـ محمد 

 الأوليـة  عليها اسم الجبـور      أطلقناعيارية وقد    نقدم جبوراً م   أنفي عملنا هذا استطعنا     

  .  المضروبة كلياً الأوليةالمضروبة كليا الخاصة وهي تعتبر جزء من الجبور 

 الأوليـة بالجبور  المضروبة كليا الخاصة الأوليةوكذلك تمكنا من تحديد علاقة الجبور  

  ).2-6القضية ( ة المميزالأولية وكذلك علاقتها بالجبور )5-2القضية (المضروبة كليا 

  . )2-8 القضية(  الكليةالأولية علاقة تلك الجبور بالجبور وأخيراً 

 اً كليـاًً   مـضروب  اًأولياً   حقيقي اًجبر A كان   إذا التي حصلنا عليها انه      الأساسيةالنتيجة  

   . )2-9المبرهنة  (مضروب كلي أولي هو جبر معقد A فان الانغلاق المركزي لـاًخاص

  

  :   Fundamental Results الأساسيةالنتائج . 2

 الخاصة وعلاقتها بالجبور التـي       المضروبة كلياً  الأوليةسنقدم الجبور   في هذه الفقرة    

   :الآتيةسبقتها ونبدأ بالمبرهنات والقضايا 

  قضية   2-1

   . المضروبة كلياً هي جبور أولية كلياًالأوليةكل الجبور 

  : البرهان 

   .  ) ]2.2 قضية ، 2[ انظر(

  مبرهنة   2-2

)ليكن   ).,A ع لـ      اً كلي اً مضروب اًأولي ا حقيقي اً جبرفان المركز الموس A   أما يساوي 

R   أو C .كان   إذا C( ) =AC       ق المركـزي    علـى الانغـلا    |.| فانه يوجد معيار جبري معقد

( )AQ   لـ ِA   أن بحيث) |.| , ( )AQ (   مـضروب كلـي والاحتـواءات       أولـي هو جبر 

( ).,A في )|.| , ( )AQ (و( )( ).,AM في )|.| , ( )( )AQM ( تكون تبولوجية.  

  : البرهان 

  . ) ]3.2 ، مبرهنة 2[انظر (

  [2] قضية 3-2

 بواسطة قيـد    A من   اً مأخوذ اً معياري اً حقيقي اً جبر B و اً معياري اً معقد اً جبر Aليكن  

   . اً كلياً مضروباًأولي اً جبرB كان إذا وفقط إذاأولي مضروب كلي  جبر A ذ عندئالأعداد
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   الجبور الأولية المضروبة كلياً الخاصة  تعريف4-2

)ليكن   ).,A وليكن   اً معياري اً جبر β ـ اً جبر  ) مـن    اً جزئي )ABL    يحـوي جبـر  

)المضروبات   )AM   لـ A    يقال بان A    مضروب كلي خـاص اختـصاراً       أولي هو جبر 

( )PMT ..−β 0 موجب ثابت وجد عدد إذا>K إن بحيث :   

AaFWaFK aF ∈∈∀≤ ,, β  

   إنحيث 
F   ( )FofnormoperatorThe  

  و

aFW ,  ( )aFWofnormoperatorThe ,  

بـالجبور التـي     المضروبة كليا الخاصة     الأولية تحديد علاقة الجبور     بالإمكان ،   الآن

  : سبقتها وكالاتي 

  قضية مساعدة  5-2

  .بة كلياً  مضروأولية المضروبة كلياً الخاصة هي جبور الأوليةكل الجبور 

 .  مباشر: البرهان 

  قضية  2-6

   ، عندئذٍ اً معيارياً جبرAليكن 

   .اً مميزأولياً تكون β فان اً خاصاً كلياً مضروبأولياًاً  جبرA كان إذا

  : البرهان 

 مضروب كلي خاص، أي انـه يوجـد عـدد موجـب             أولير   هو جب  A أننفرض  

0>K أن بحيث:  

AaFWaFK aF ∈∈∀≤ ,, β  

β∈GFلكل  . ∋Aaليكن  ) و, )AMT    نحصل على ∋

( )( ) ( )aFTGTW aGF =,  

aFTG≤  
( ) aTM GF ,=  

aTM GF ,≤  

 ، بأخذ الآن
1

sup
=T

   للطرفين نحصل على 

( ) aMW GFaGF ,, ≤  
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   مضروب كلي خاص فان أولي هو جبر A أنبما 

( ) aMaGFK GF ,≤  

 ، بأخذ الآن
1

sup
=a

   للطرفين نحصل على

β∈∀≤ GFMGFK GF ,,  

  . مميز أولي β أنوعليه نستنتج 

 إظهار لا بد من ذكر بعض القضايا التي تمكننا من           )2-9( المبرهنة قبل البدء ببرهان  

   : الآتيةالبرهان بشكل واضح وعليه نبدأ بالقضية 

 [2 ]قضية  7-2

   :أن عدد موجب بحيث K ، ونفرض أن اً خاصاً كلياً مضروباًأولي جبر Aليكن 

AaFWaFK aF ∈∈∀≤ ,, β  

  عندئذٍ 

1. FFFK U ≤≤  

   .A مثالية غير صفرية لـ U وβ∈Fلكل 

2. aEaK a ≤≤ ℘  

) مثالية غير صفرية لـ ℘ و∋Aaلكل  )AM.   

3. ℘≤ aFWaFK ,
2  

∋∋βلكل  FAa ) مثالية غير صفرية لـ ℘ و, )AM.   

  .  لهذا البحث ةالأساسي ، يمكننا تقديم النتيجة الآن

   قضية 8-2

  . كلياً أولية المضروبة كلياً الخاصة هي جبور الأوليةكل الجبور 

  : البرهان 

 (5-2) مضروب كلي خاص ، حسب القضية المـساعدة          أولي هو جبر    A أننفرض  

 هـو   A أن   أيـضاً  نستنتج   (1-2) مضروب كلي وحسب قضية      أوليِ هو جبر    A أننستنتج  

  وبهذا ينتهي البرهان . جبر أولي كلي 

  :النتيجة الأساسية لهذا البحث تتلخص في المبرهنة الآتية
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  مبرهنة  9-2

)ليكن   ).,A    ًـع لــ           أولياً جبراً حقيقيامضروباً كلياً خاصاً فان المركز الموس A 

)C كان   إذا.  C أو   R إمايساوي   ) =AC       على الانغـلاق    |.| فانه يوجد معيار جبري معقد 

)المركزي   )AQ   لـ ِA    أن بحيـث) |.| , ( )AQ (     مـضروب كلـي     أولـي هـو جبـر 

)والاحتواءات   ).,A   في )|.| , ( )AQ( و( )( ).,AM   في )|.| , ( )( )AQM (  تكـون

   . تبولوجية

  : البرهان 

وبتطبيق .  مضروب كلي    أولي هو جبر    A أن نستنتج   (5-2)حسب القضية المساعدة    

) , |.|( نحصل على    (2-2) المبرهنة )AQ (     وان .  مـضروبا كليـا      أوليـاً يكـون جبـرا

)الاحتواءات   ).,A في  )|.| , ( )AQ (و( )( ).,AM    فـي )|.| , ( )( )AQM (  تكـون

  .تبولوجية 

   قضية 10-2

 بواسطة قيـد    A من   اً مأخوذ اً معياري اً حقيقي اً جبر B و اًعياري م اً معقد اً جبر Aليكن  

 ـ اً جبـر  B كـان    إذا وفقـط    إذا مضروب كلي خاص     أوليجبر    هو Aعندئذ الأعداد  اًأولي

   . اً خاصاً كلياًمضروب

  : البرهان 

.   نحصل علـى المطلـوب     (3-2) قضيةو . (5-2)اشر بتطبيق القضية المساعدة     مب

  وبهذا ينتهي البرهان
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