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  Korteweg-de Vries-Burgerالحل العددي وتحليل الأستقرارية العددية لمعادلة 
  

  **المعتصم عبد المحسن البكر        *إخلاص سعد االله الراوي

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  الملخص

 باستخدام Korteweg-de Vries-Burger (KdV-B)تم عرض الحل العددي لمعادلة 

 وطريقـة  (explicit scheme) طرائق الفروقات المنتهية ، الطريقـة الـصريحة   طريقتين من

Crank-Nicholson  . بالمقارنة مع الحل المضبوط باسـتخدام  اختبرتدقة الحلول المحسوبة 

  أكثر دقة  Crank-Nicholsonبينما طريقة    مثال ، وقد تبين أن الطريقة الصريحة هي الأسهل        

 لعدديـة للطـريقتين باسـتخدام طريقـة       اسـة الأسـتقرارية ا    كذلك تمت در   . وأسرع تقارب   

Fourier(Von Neumann)  ــشرط ــستقرة تحــت ال ــصريحة م ــة ال ــين أن الطريق  إذ تب
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  .مستقرة دون شرط Crank-Nicholson بينما طريقة ≥+

  

  
Numerical Solution and Stability Analysis of  

Korteweg-de Vries-Burger Equation 
 

ABSTRACT 

 Numerical Solution of Korteweg-de Vries-Burger (KdV-B) equation 
is presented using two finite difference methods ,the explicit scheme and 
Crank-Nicholson scheme. The accuracy of computed solutions is  
examined by comparison with analytical solution using example , and it has 
been found that the explicit scheme is simpler while the Crank-Nicholson is 
more accurate and has faster convergent . Also , the stability analysis of the 
two methods by using Fourier (Von Neumann) method has been done and 
the result was showed that  the explicit scheme is stable under the condition 
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+≤  and the Crank-Nicholson is unconditionally stable. 
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  : المقدمة1.

 وتكتب اختـصارا   Korteweg-de Vries–Burgerدرس العديد من الباحثين معادلة 

(KdV-B).    الانتـشار هذه المعادلـة نمـوذج      تشكل (dispersion) أو التـشتيت   (التبـدد    و

dissipation(   من المعروف جيداً أن الكثير من الظواهر الفيزيائية الطبيعية         .  [2]الخطي وغير

 شـروط سـلوك      على المعادلـة،   تطبيقيةمن الأمثلة ال  . يمكن أن توصف باستخدام هذه المعادلة       

كما أنها تلائم نمط موجة لا خطية       . الموجات الضحلة في البلازما     الموجات الطويلة في الماء و    

هذه المعادلة   . مضطرب بفعل فقاعات صغيرة تتحرك بداخله      عائملمائع في أنبوب مطاطي ، وال     

ن يأخذان في الحسبان    يبعد واحد للوصف النموذجي لحقول السرعة والكثافة اللذ        ذا اتعتبر تعميم 

 أداة أكثر مرونة للفيزيائيين     KdV-Bتكون معادلة   قد  ،   والتفرقِ  اللزوجةِ فضلا عن الضغطِ  قوة  

الأسي الـشامل باسـتخدام حـدود       ستقرار   اعتبرنا مسألة الإ   [10]في. Burger [6]من معادلة   

 قـانون أقترح الباحث    [1]في. [0,1] على الفترة    KdV-Burgerسترجاعية لمعادلة   التغذية الإ 

ود الـسيطرة النـاتج     الأستقرارية لحل حـد    أثبت الوجود و   و وجد الحل الذي أ و دقة أكثرسيطرة  

لإيجـاد   جديدة نسبياً    Decompositionطريقة  الباحث   قدم   [3] في    .KdV-Burgerلمعادلة  

  KdV-B ومعادلةBurger's ، معادلة KdVالحلول الصريحة والحلول العددية لكل من معادلة 

يق طريقة الفروقات المنتهية مع الشبكة وتطب  KdV-B دراسة معادلة ون كرس الباحث[6]في . 

 قـدم الباحـث   [2]فـي  . Adomain decomposition  شبه التحليلية لـالمتغيرة  مع طريقة

  . المعدلة Bernstein باستخدام متعددات حدود KdV-Burger عددية لمعادلة حلولا

روقات من طرائق الف  طريقتين   باستخدام   KdV-Burgerفي هذا البحث قمنا بحل معادلة       

تم معالجة الطريقتين لإيجـاد     ست Crank-Nicholsonطريقة   و الطريقة الصريحة هما  المنتهية  

ومقارنة النتـائج مـع الحـل       ئها على المشتقة الثالثة في حدودها       االحل لهذه المعادلة بسبب إحتو    

  . سيتم دراسة تحليل إستقرارية الحل العددي لكل من الطريقتين كما.التحليلي

  

  : الرياضيالنموذج 2.

   [8]:تكون بالشكل الأتي  Korteweg-de Vries – Burgerن صيغة معادلةإ
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0)(وأن xu تمثل الشروط الحدودية عنـد نهـايتي الفتـرة     (1)والمعادلة  . مقيدة    دالة  هي [a,b] 

 حـد  ، وال  لحد غير الخطي   يمثل ا  (1) الثاني من المعادلة     الحد .المراد إيجاد الحل العددي عندها    

-KdVوكحالات محددة لمعادلـة     .  أو التبديد  قي والأخير يمثل التفر   الإنتشارالثالث يمثل خاصية    

Bصبح معادلة  تKdV0 عندما تكون→v ومعادلة Burger0 عندما→µ.  
  

  :الحل العددي3. 

كون المعادلة تحوي في حدودها المشتقة الثالثة لذلك سيتم أتباع أسلوب جديد في الحـل               

  :تيةاستخدام المعادلات الفرقية الاسنحتاج إلى العددي و

  المركزية  التقريبات .أ
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  KdV-Burger لمعادلة (Explicit Scheme) اشتقاق صيغة الطريقة الصريحة 3-1.

}{نقسم المستطيل  ctbxatxR ≤≤≤≤=  من المستطيلات   n−1 و m−1 إلى ),(:,0

)(طول ضلع كل منها kt )(و∆= hx   :(1) وكما في الشكل  [9]∆=
  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

00تبدأ الحسابات من الصف الأول  == ttئي للمسألة  إذ تحتسب قيم الحل من الشرط الابتدا  
nixutxu i ,...,3,2,1,0,)(),( 00 ==  

),(ثم يتم توضيح حساب التقريبات لـ txu عند نقاط المشبك للصفوف الأخرى   
{ }mjnitxu ji ,...,2,1,1,...,2,1:),( =−=  

  :الأتي وه  الجديدلحلاأسلوب و

),(لحساب القيمة التقريبية للحـل       ji txu    عنـدما i=1     رقيـة   نـستخدم المعـادلات الف

 (10) و(8)، (6) أي نعوض المعادلات (Forward Finite Difference equations)التقدمية

   نحصل على (1)ونعوضها في المعادلة 
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 من المشبك باسـتخدام الطريقـة   1xتمثل تقريب الفروقات المنتهية عند النقطة (14)إن المعادلة  

   (2) وكما موضح في الشكل.KdV-Burgerالصريحة لمعادلة 

 
),(ولإيجاد بقية القيم التقريبية      ji txu   حيث i=2,3,…,n-2   المعادلات  نعوضنفسه  لصف  ا في 

  : ما ياتينحصل علىل (1) المعادلة ي ف(5) و (4)،(3)
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2h  إنإذ
kr   :ما ياتي وبإعادة ترتيب المعادلة أعلاه نحصل على =
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يحة لمعادلـة    تمثل تقريب الفروقات المنتهية  باستخدام الطريقة الصر        (15)إن المعادلة   

KdV-Burger      حيث يتم حساب الصف j+1      بواسطة القيم المعلومة للصف j    عند نقاط المشبك 

2,,2 −= ni L 1، إذ نلاحظ أن القيم المجهولة+j
iu   يتم حسابها بشكل صريح بدلالـة القـيم 
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),(أخيراً تحسب القيمة التقريبية     و ji txu عند i=n-1    لنفس الـصف وذلـك بتعـويض 

  :ما ياتي لنحصل على (1) وتعويضها في المعادلة (11) و(9)،(7)المعادلات الفرقية 
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من ملاحظتنا للتقريب العددي    . من المشبك    nx−1 تحسب الحل عند النقطة      (16)المعادلة  

1 نجد الحلين التقريبين   (15)المركزي للمشتقة الثالثة المتمثل بالمعادلة      
1
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 عند نقاط تقع خـارج حـدود        المشبك على التوالي يحويان قيم     من نقاط ا   nx−1 و 1xعند العقدتين 
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1منطقة الحل عند حساب التي تقع خارج ةالنقطالحل عند يوضح 
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ju وغير معرفة هي     (Focus)الحل  
1−

j و 
n

u
1+

 ولا يمكن استخدام الشروط الحدودية فيها كون أن         

  .(2)حسابها لا تقع على الشرط الحدودي وكما بينا في الشكلالنقطة التي يراد 
  

  

  شروط الحدودية ال3-1-1 

 والـشروط الحدوديـة     KdV-Burger النموذج الرياضي لمعادلـة      (2)ذكرنا في البند    

ax عندما (2)للمعادلة والمتمثلة بالمعادلة     bxو = ولتقريب الشروط الحدوديـة باسـتخدام      .=

2112الطريقة الصريحة نحتاج إلى تعريف النقاط  ,,, ++−− nn xxxxيات  كما ي:  
xxxxxxxxxxxx nnnn ∆+=∆+=∆−=∆−= ++−− 2,,,2 110102  

  :(3)إذ أن هذه النقاط تقع خارج الشبكة وكما في الشكل 
  

  
  الآن باستخدام الفروقات المركزية للشرط الحدودي الأول 
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 والآن بالنسبة للتقريب العددي للشرط الحدودي الثاني 
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    x(3)الشكل 

   jوj+1 في المستويين  التي تقع خارج المشبك يوضح النقاط
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 مـا   نحصل على  (17)ض المعادلة   يعو وبت  i=0عندما   للمشتقة الثانية    (13)وباستخدام المعادلة   

  :ياتي
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  KdV-Burger لمعادلة  Crank-Nicholson اشتقاق صيغة طريقة3-2

فايلس نيكلـسون    من قبل العالمين جون كرانك و     م  1947في عام   اكتشفت هذه الطريقة    

(John Crank and Phyllis Nicholson)ريقة يتم التعويض عـن المـشتقات    وفي هذه الط

 بالمعدل الحسابي لتقريبات الفروقات المركزية لهـا        xxxu والثالثة xxu والثانية xuالجزئية الأولى   

),( وتقريب الدالة(j+1 ) و(j )عند الزمن  txuبالمقدار ),( ji txu  ً1 وكتابتهـا اختـصارا+j
iu .

1لإيجاد الحل بهذه الطريقة نتبع الأسلوب الجديد وهو أن يتم حساب الحل           
1
+ju    باستخدام المعـدل 

أي  (Forward Finite Differences equations)الحسابي للمعـادلات الفرقيـة التقدميـة    

 لنحصل علـى   (4) وكما مبين في الشكل    (1) ويتم تعويضها في المعادلة    (10)و (8)،(6)المعادلة  

  :ما ياتي
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),(أما بالنسبة للحلول التقريبية لبقية نقاط المشبك في الصف الواحد أي           1+ji txu   حيـث 

2,...,3,2 −= ni    وتعويـضها  (5) و (4)،(3) المعدل الحسابي لكل مـن المعـادلات       فيتم بأخذ 

  :نحصل على ل (1) بالمعادلة
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2hحيث أن 
kr =   

  

 (u) أن الطرف الأيسر يتضمن خمس قيم غير معلومة لدالـة            (24)نلاحظ من المعادلة    

الطرف الأيمن يحوي على قيم كلها معلومـة         ، في حين أن      (j+1)عند الخطوة الزمنية الجديدة     

 تـستخدم لإيجـاد قـيم نقـاط الـشبكة           (24) ، لذلك فـإن المعادلـة        (j)عند الخطوة الزمنية    

2,...,3,2, −= nixiللخطوة الزمنية الجديدة بدلالة القيم المعلومة من الخطوة الزمنية السابقة .  
  

1أما الحل 
1
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nu  1 عند النقطة−nx       (9)،(7)  فيتم حسابه بأخذ المعدل الحسابي للمعـادلات 

  : ما ياتينحصل على وبعد التبسيط  (1) وتعويضها في المعادلة (11)و
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 هي تقريبات الحلول بالفروقـات المنتهيـة لطريقـة   (25) و (24)،(23) إذاً المعادلات
Crank-Nicholson ه المعادلات تؤدي إلى تكوين نظام جبري خماسي الأقطار بقـي أن  وهذ 

  .نجد الحل عند حدي الشبكة بهذه الطريقة 
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   الشروط الحدودية3-2-1.

باستخدام . يكون بواسطة الفروقات المركزية     تقريب المشتقات في الشروط الحدودية      إن  

  :ما ياتينحصل على  i=0ا عندمفي الشرط الحدودي الأول  للمشتقة الأولى (3)المعادلة 
)26...(11 −= uu

 
   نحصل علىi=nوعندما 

)27...(11 −+ = nn uu  
عنـدما   للمشتقة الثانية    (13)المعادلة  بالنسبة للتقريب العددي للشرط الحدودي الثاني وباستخدام        

i=0ينتج (27)ض المعادلة يعو وبت   
)28...(3032 2012 uuuu −−=−

  

  ى نحصل علi=nوعندما 
 

)29...(3032 212 −−+ −−= nnnn uuuu  
     

   :نحصل على i=0عندما ) 24(في المعادلة  (28)و  (26) من المعادلتين  كلانعوض
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  نحصل على i=nعندما ) 24(في المعادلة (29)و  (27) من المعادلتين  كلانعوضو
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مع الشروط الحدودية والابتدائية وباستخدام      KdV-Burgerإذن التقريب العددي لمعادلة     

  :ية ت يتمثل بالمعادلات الاCrank-Nicholson طريقة
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  :الأستقراريةتحليل  4.

باسـتخدام طريقـة     عند حل أية معادلة تفاضلية جزئية عددياً بطرائق الفروقات المنتهية         

Fourier(Von-Neumann)        فإن كل نقطة من نقاط الشبكة m
nu      يمكن التعبير عنها بالـصيغة 

xiet αψ   [9]. موجب هو ثابتβ و i=−1 حيث أن ).(
  

   Fourier (Von-Neumann)باستخدام طريقة  تحليل الأستقرارية العددية للطريقة الصريحة4-1. 

باسـتخدام    KdV-Burgerدراسة الأستقرارية العددية للطريقة الصريحة لمعادلـة        إن  

   :ياتيكما  تكون  Fourier Von Neumannطريقة 

  :تية لمعادلات الفرقية الا نستخدم ا(n=1) العقدة الثانية من المشبك عند
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mنعوض عن
nuبـ xiet αψ 0,1إذ أن  ).( >−= αi فنحصل على:  
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    وبالتبسيط نحصل على[7] باستخدام مبرهنة مفكوك ذي الحدين
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إذ أن ξ هو عامل التضخم (Amplification Factor) وأن :  
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   الشرط الضروري والكافي الأستقرارية العددية هو إن
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  :   عليه فإن.  هو عدد عقدي ξوبما أن 
22 Β+Α== ξξξ  

122 من الضروري أن تكون      ξ≥1ولكي تكون    ≤+BA 1 وبأخذ
2

2sin =
hα    لـبعض قـيم hα 

 عليه نحصل على ،[5]) يعني واحد( تأخذ أكبر قيمة kβ2sinوبفرض أن
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 : يكون لديناZوYتعويض عن قيم وبال
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  :تيةستخدم المعادلات الفرقية الا ت p-2الثالثة إلى العقدة  من العقدة أما بالنسبة لعقد المشبك
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mوبالتعويض عن
nuبـ xiet αψ   نحصل على وبعد التبسيط  (36) في المعادلة ).(
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  :   عليه فإن. هو عدد عقديξوبما أن 
22 Β+Α== ξξξ  

122 من الضروري أن تكون ξ≥1ولكي تكون  ≤+ BAأي أن   
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1وبأخذ  
2

2sin =
hα  لبعض قيم hα    وبفرض أن kβ2sin     عليـه  ،[5] )يعني واحد( تأخذ أكبر قيمة 

  :ياتي كما (38)تصبح المعادلة 
  

 
 
 

)39...(

)2

2
2.(2

2.
,

)2

2
2.(2

h
v

hv
k

h
v

v
r

µµ
+

≤

+

≤
 

  

 نحـصل علـى شـرط       n=1 الحل العددي عند العقدة      إستقراريةوباستخدام نفس أسلوب دراسة     

 هو وn=p-1العقدة  عند تقراريةالأس
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ضمن نقاط   (stable)مستقرة    KdV-Burgerمعادلة   لحل   لطريقة الصريحة إذاً تكون ا  

 (39)  بحيث تحقق القيد   h وخطوة الطول    k إذا تم اختيار الخطوة الزمنية       n=2,…,p-2الشبكة  

ستقرة تحت شرط تحقيق القيد فـي المعـادلتين          تكون الطريقة م   p-1وعند العقدة الثانية والعقدة     

  .µ,,vh وهذا يعتمد على اختيار قيم كل من (40) و(35)
  

  Fourier (Von-Neumann)باستخدام طريقة Crank-Nicholson الأستقرارية العددية لطريقة4-2. 
  

 KdV-Burger لمعادلـة    Crank-Nicholsonإن دراسة الأستقرارية العددية لطريقة      

  : تكون كالأتي Von Neumannباستخدام طريقة 
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  :يةتة الفرقية الا نستخدم المعادلn=1ندما ع
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mنعوض عن
nuبـ xiet αψ   : فنحصل على (40)في المعادلة  ).(
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  :ينتج باستخدام مبرهنة مفكوك ذي الحدين
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)(و =
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vY µ
 بعـد    بالصيغة المبـسطة الاتيـة     (41)والآن نعيد كتابة المعادلة      =+

  : المتبعة في إستقرارية الطريقة الصريحة لنحصل على  نفسهالعملياتاإجراء 
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الثالثة إلى العقـدة    من العقدة   الآن لدراسة الأستقرارية العددية للحل بالنسبة لعقد المشبك         

p-2 الفرقية الاتيةة نستخدم المعادل :  
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mنعوض عن
nuبـ xiet αψ   نحصل على  وبعد التبسيط (3.21)في المعادلة  ).(
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1AAنلاحظ أن    .ξ≥1عليه فأن >

 نحـصل علـى     n=1عقدة  وباستخدام نفس أسلوب دراسة إستقرارية الحل العددي عند ال        

 هو وn=p-1العقدة شرط الأستقرارية عند 
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 h<0 تؤدي إلـى أن      (47)أي أن المتباينة    .  لا يمكن أن تكون سالبة     (h)بما أن خطوة الطول     

ن دومـن    و  مستقرة  تكون Crank-Nicholsonمما سبق ينتج أن طريقة       .وهذه صحيحة دائماً  

  . على كل نقاط المشبك)unconditionally stable(شرط 

   
  

  :النتائج العددية 5.

في هذه الفقرة سنقدم النتائج العددية لكل من الطريقتين ونقارنها مع نتائج الحل التحليلي                

   علماً أن الحل التحليلي للمعادلة هو KdV-Bلمعادلة 
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 المعلمـــات  قـــيمخـــذســـيتم أو. [8] ثابـــت موجـــب  Eحيـــث أن 

220,0,0,1,6,1,2 21 ======= bav ββεµ   خطوة الطـول    معh=4.4     وخطـوة الـزمن 

k=0.02  والشرط الابتدائي 
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  )1(جدول ال
  t=0.3 عند الزمن KdV-Bيوضح مقارنة عددية مع الحل التحليلي لمعادلة 

  
Crank –Nicholson  Explicit Exact solution  X 
0.039999955159623 
0.039999917298841 
0.039999828615391 
0.039999643849634 
0.039999260444376 
0.039998466073458 
0.039996823759595 
0.039993438819987 
0.039986492918280 
0.039972329494921 
0.039943706546412 
0.039886590383112 
0.039774621010196 
0.039560438522562 
0.039164175685396 
0.038462812328880 
0.037290307610848 
0.035464071156986 
0.032847994167581 

. 

. 
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0.000023717785384 
0.000016439630248 
0.000011394408394 
0.000007897305151 
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0.000002629045329 
0.000001822099396 
0.000001262056950 
0.000000847101196 
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 نلاحظ الحلول العددية لكلا الطـريقتين والحـل         (5) والشكل   (1)من خلال الجدول     6.

يوضح كـل مـن      وكذلك   .KdV-Bالتحليلي للمسألة  حيث يتضح لنا السلوك الفيزيائي لمعادلة          

  .ε وبقيم مختلفة لـCrank-Nicholson بطريقة للمعادلة الحل العددي (7) و (6)الشكلين 
 
   :الاستنتاجات 

 تحوي في حدودها على المشتقة الثالثة وعند        KdV-Bنستنتج من هذا البحث أن معادلة       

ظهر لنا قيم خارج منطقة الحـل ولا يمكـن          تتطبيق طرائق الفروقات المنتهية لإيجاد الحل لها        

بقيم داخل منطقة الحل عليه تم استحداث أسلوب جديـد طبـق علـى طرائـق                عنها  التعويض  

  .الفروقات المنتهية المستخدمة

 توصـلنا  Crank –Nicholson   ومن خلال المقارنة بين الطريقة الصريحة وطريقة

 وأسـرع    أكثـر دقـة    Crank-Nicholsonبينما طريقة    هي الأسهل إلى أن الطريقة الصريحة     
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  (5)الشكل 

   t=0.3مع الحل التحليلي عند الزمن مقارنة بين الطريقتين

       

       Explicit 
 

 * Crank-Nicholson 
     Exact 
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 (7)الشكل 
   Crank –Nicholson الحل العددي بطريقة 

2,001.0,01.0عندما  === µε v  
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 (6)الشكل 
  Crank –Nicholson الحل العددي بطريقة

1,01.0,1.0عندما  === µε v  
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وتم تحليل الأستقرارية لكلا الطريقتين باستخدام      .  إلى الحل الحقيقي   يقة الصريحة من الطر تقارب  

 مـستقرة علـى   Crank–Nicholson وتبين أن طريقة Fourier (Von-Neumann)طريقة 

)/2)((نحو غير مشروط في حين كانت الطريقة الصريحة مستقرة إذا كان           2

2
22

h
vvhk µ

+≤ 

  .أي أنها مستقرة على نحو مشروط
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