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 معلومات النشر   الخلاصة 

من خلال تشخيص   ARIMAفي هذا البحث تم دراسة مقارنة لعملية التشخيص لنماذج السلاسل الزمنية المتمثلة بنماذج  
عدة نماذج واختيار افضل نموذج بالاعتماد على بعض المعايير الإحصائية واحد النماذج الحركية المتمثلة بنماذج فضاء 
وذلك   الإحصائية  المعايير  على  بالاعتماد  نموذج  افضل  واختيار  مختلفة  برتب  نماذج  عدة  تشخيص  خلال  من  الحالة 

متغير المدخلات ويمثل المؤشرا القيادي     Xtوهي     Box & Jenkinsالباحثين  بالتطبيق على بيانات عولجت من قبل  
leading indicator     و  ,Yt    المبيعات الى  يشير  والذي  المخرجات  متغير  من   150وتتضمن    salesيمثل  زوج 

للبيانات من نماذج  الحالة تعطي تشخيص افضل  نماذج فضاء  السلاسل    المدخلات والمخرجات، وبعد المقارنة تبين ان 
 الزمنية بالاعتماد على المعايير الإحصائية. 
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   Introduction المقدمة  .1
محاولـة صعبة لأن   تعـد  وهذه  الملائم،  النموذج  هي تحديد  الدراسة  تواجه  التي  المشاكل  أهم  وإمكانية  من  السلسلة  نوع  التي تلائم  النماذج  من  العشرات  هناك 

الدراسـات لغرض التجريب   الاستفادة منها لغرض تحليل السلسلة الزمنية واختيار النموذج الأكثر دقة من غيره. لهذا يحتاج هذا النوع من الدراسة إلى العديـد مـن
كثيرة ومن هذه المجالات تحليل السلاسل الزمنية في   لماضي ساعد كثيرا في تطور مجالات وطرائق علمية  ان اختراع الحواسيب الالكترونية في القرن ا. والتحديد

اذ تم اقتراح نماذج يمكن عن طريقها التعامل مع السلاسل الزمنية وهي نماذج الأوساط المتحركة ونماذج    (Box and Jenkins)علم الإحصاء ضمن منهجية
وساط المتحركة والانحدار الذاتي التكاملية المختلطة  يتم اختيار نموذج رياضي معين اعتمادا على بعض المقاييس الإحصائية التي  الانحدار الذاتي ونماذج الأ

م هذا بعد ترشيح نموذج مناسب أو أكثر لوصف السلسلة الزمنية المشاهدة نقوم بتقدير معال. تميز نموذج عن آخر وعلى الخبرة المستمدة من الدراسات والأبحاث
اختبارات تفحصيه على البواقي ل اذ يتم إجراء  التقدير الإحصائي الخاصة بالسلاسل الزمنية  معرفة مدى تطابق  النموذج من البيانات المشاهدة باستخدام طرق 

 المشاهدات مع القيم المحسوبة من النموذج المرشح ومدى صحة فرضيات النموذج 
 Time Series Analysis       السلاسل الزمنيةتحليل  .2

بكي والتنبؤ  تحليلها  الى  نحتاج  والتي  الحياة  مفاصل  جميع  في  استخداما  واكثرها  الاحصائية  العمليات  اهم  من  الزمنية  السلاسل  تحليل  في  يعد  سيرها  فية 
والمختصين، ويكون ذلك بالبحث عن   حـصائيينباستخدام النماذج الرياضية والقياسية من أولويات اهتمام الإ  ةالإحصائي عملياتال ان  (Al-Saka,2012)المستقبل

المناسب   تحليلها لالنموذج  المراد  العملية  خصوصية تطـور  وذلك بحسب  المواضيع  ان    .(Nakar, Al-Awad,2013)كل عملية؛  من  الزمنية  السلاسل  تحليل 
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يق للسلسلة وبناء نموذج مناسب لتفسير سلوكها واستخدام على وصف دق إلى الحصول  وتهدف  الإحصائية لتفسير الظواهر التي تحدث خلال فترة زمنية محددة
 . (Al-Taab,2014) السلسلة الزمنية في المستقبل النتائج للتنبؤ بسلوك

 Time Seriesالزمنية    السلسلة (أ
الخ وهي عبارة عن السلسلة الزمنية هي متتالية من المشاهدات المتسلسلة مع الزمن ويأتي تسلسلها حسب وحدات زمنية كالسنين الأشهر الأيام والساعات ....  

ظاهرة ما او للحصول على    سجل تأريخي متتالي من المشاهدات المتتالية عادة ماتكون غير مستقلة وتعتمد على بعضها البعض وتوظف هذه الاعتمادية لتفسير 
 .   (Vandel,1992)تنبؤات مستقبلية 

 اهداف السلاسل الزمنية    (ب 
 . المتتابعة المشاهدات  خلال من الظاهرة طبيعة لتحديد -1
 . السلسلة قواعد ببعض القيم المشاهدة بربط أخرى  متغيرات بدلالة السلسلة سلوك وشرح لتفسير نموذج أنشاء -2
 . الماضي معلومات على اعتمادا   وذلك المستقبل في السلسلة بسلوك التنبؤ -3
 . (Al-Taab,2014)الزمنية  السلسلة منها  تتولد التي العملية في التحكم -4

 انواع السلاسل الزمنية   ج( 
التغيرات    :هي  المكونات  هذه.  المرصودة  البيانات  عن  فصلها   يمكن  مكونات رئيسية  بأربعة  عام   تتأثر بشكل  الزمنية  ( ان السلسلةIbraheem ,2011ذكر )

 منتظمة او العشوائية.  التغيرات الغير,  التغيرات الموسمية,  التغيرات الدورية,  الاتجاهية
  White Noiseالتشويش الابيض    .3

توزيع طبيعي  يعرف التشويش الابيض بانه سلسلة من المتغيرات العشوائية المستقلة غير المرتبطة مع بعضها البعض )موزعة بشكل متماثل( أي انها تتوزع 
𝜎𝑎بمتوسط صفر وتباين  

التباين يساوي قيمة ( ,  E(𝑎𝑡) 0=)وسطها يساوي صفر , لها نفس التوزيع : ( , ومن خصائص هذه المتتابعة 𝑎𝑡ويرمز لها عادة )  2
𝜎𝑎=)ثابتة 

2(Var(𝑎𝑡, ) التباين المشترك يساوي صفر( Cov(at, at+k) ∀k ≠ 0  ) (Al-Saka,2012). 
 Stationary in Time Seriesالاستقرارية في السلاسل الزمنية   .4

وجود  تعني بيانات  اضمحلال  أو  نمو   عدم  منتشرة  البيانات  إن  أخر  بمعنى  الزمنية  السلسلة  في  وسط  تكون:  ,E(𝑍𝑡)=𝜇  )  ثابت  حول    𝜎2  )  ثابت  تباين  ( 
Var(𝑍𝑡)=  )  . 

 الارتباطات في السلاسل الزمنية   .5
 The Autocorrelation Function (ACFدالة الارتباط الذاتي   (1

 Weiالتالي: ) بالشكل ويعطى الذاتي الارتباط  ان مختلفة حيث الزمنية فترات عند نفسة المتغير قيم بين العلاقة لدرجة مقياس (ACFتعتبر دالة الارتباط الذاتي )
, 1990) 

𝜌𝑘 = 𝐸(𝑍𝑡 − 𝜇)(𝑍𝑡+𝑘 − 𝜇) 𝐸(𝑍𝑡 − 𝜇)2⁄          (1)                                                                                            
                                         

 Partial Autocorrelation Function (PACFدالة الارتباط الذاتي الجزئي   (2

   :التالي وبالشكل ارتباط بينهم ايجاد يعني هذا فان 𝑋𝑡+𝑘 و𝑋𝑡بين  العلاقة درجة قياس اردنا  فاذا على فرض ثبوت باقي المشاهدات
 ∅𝑘𝑘̂ = (𝑟𝑘 − ∑ ∅𝑘−1,𝑗

𝑘−1
𝑗=1 ∗ 𝑟𝑘−𝑗) (1 − ∑ ∅𝑘−1,𝑗 ∗ 𝑟𝑗

𝑘−1
𝑗=1⁄ )                                                                         (2) 

𝑘𝑗̂∅ اذ ان:  =  𝑟𝑘−1,𝑗 − 𝑟𝑘𝑘 ∗ 𝑟𝑘−1,𝑘−𝑗   
 ARIMAمفهوم نماذج   .6

 والتي تعتمد على النماذج الآتية: 1970جنكنز على السلاسل الزمنية عام -تلك المنهجية التي طبقها بوكس ARIMAيقصد بنماذج 
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 Autoregressive Models AR(P)نماذج الانحدار الذاتي                      (1
  الفترة   في  ما   متغير  قيمة  تعتمد  AR(P)  النموذج  لعدد من المشاهدات هذا  (P)يقال ان بيانات سلسلة زمنية ما تتولد بناءا على عملية انحدار ذاتي من الرتبة  

 ( Vandel,1992) بالصيغة الآتية: ويمكن التعبير عنه (𝑍𝑡−1 , 𝑍𝑡−2 ,… 𝑍𝑡−𝑛)   السابقة الفترات في المتغير نفس قيمة عن 𝑍𝑡  الحالية
 𝑍𝑡 = 𝛼1𝑍𝑡−1 + 𝛼2𝑍𝑡−2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑍𝑡−𝑛 + 𝑎𝑡                                                                                            (3) 

 = معلمة الانحدار الذاتي  𝛼1ان :  اذ

 Moving Average Models MA(q)    المتوسطات المتحركة         نماذج (2
عبارة عن ارتباط مشاهدة السلسلة الزمنية الحالية مع خطأ السلسلة نفسها للفترة الحالية ولفترات سابقة والصيغة العامة له   MA(q)ان نماذج المتوسطات المتحركة 

 .(Sivo ,2001) هي:

𝑍𝑡 = β1et−1 + β2et−2 + ⋯ + 𝛽𝑛𝑒𝑡−𝑛 + et                                                                                              (4) 

 معلمة المتوسطات المتحركة :  β      اذ ان:       

 State Space Modelsنماذج فضاء الحالة   .7
يعتبر   . ARMAة   هو نموذج ديناميكي مرتبط بالزمن يربط بين متغير المشاهدة ومتغير الحالة ويستخدم في تحليل نموذج الانحدار الذاتي و الاوساط المتحرك

لظ  المستقبلي  التنبؤ  الى  الوصول  بهدف  معينة  مدخلات  لسلوك  ممكنة الحصول  الحالات  كمية  يبين  رياضي  اسلوب  الحالة  فضاء  ان  نموذج  ،أي  معينة  اهرة 
الزمن   الزمن     tالتوزيع الاحتمالي الشرطي لمتغير الحالة عند  حالته عند  الحالة بأن 2018)مجيد ,  t-1يعتمد على  , ولقد وصف  معادلتي نموذج فضاء   )

 (Stat Equation)المعادلة بمعادلة الحالة وتسمى هذه  Utوكذلك المدخلات   Xtبدلالة   Xt+1ويرمز لها   t+1المعادلة الاولى تصف متجه المدخلات عند الزمن  
,وتمثل هاتين    (Observation Equation)وتسمى هذه المعادلة    Utوالمدخلات    Xtبدلالة كل المدخلات    Ytفي حين ان المعادلة الثانية تصف المخرجات   

 : (Hayawi,2008) كما يلي  SISO( Single Input Single Outputالمعادلتين في حال وجود مدخل واحد ومخرج واحد )
Xt+1 = AXt + BUt                                                                                                                                                         (4a) 

Yt = CXt + DUt                                                                                                                                                             (4b) 

 اذ ان : 
A ( يمثل الديناميكية المستقلة للنظام ببعد :n*n. )B      ( يمثل تأثير افعال السيطرة , ببعد :n*n. ) 
C ( يمثل الاسقاط على المتغيرات المشاهدة , ببعد :n*1. )     D   . يمثل قيمة حقيقية : 

الزمن   في  محدد  نظام  وجود  عند   فرقية  معادلة  خلال   من  والمخرجات  عن المدخلات  يعبر  حيث  الديناميكية  النظم  دراسة  في   مهما    دورا    المعادلتان  هاتان  وتؤدي
 . ) (Neles,2001المخرجات  في يؤثر تشويش أو كمتغيرات عشوائية تعامل عليها  مسيطر غير اضطرابات عادة   هناك وتكون  المتقطع

     State Space modelبناء نموذج فضاء الحالة   .8
 (Al-Awad,Al-Nagar,2013) يأتي : ما  يتطلبState Space model (SSM)  النموذج بناء إن

 . الحالات شعاع أبعاد تحديد.2  . مستقرة المستخدمة الزمنية السلاسل تكون  أن .1
 القصوى .  الإمكانية طريقة باستخدام النموذج معاملات تقدير .3

 ختيار أفضل نموذج لامعايير حزمة ال .9
هو وضع آلية يمكن الاعتماد عليها بحيث تقود الباحثين الى    ان من اهم المشاكل التي لازالت تواجه الباحثين الدارسين في مجال تشخيص النظم خارج الخط

 وكالآتي: المعايير الإحصائية تحديد النموذج الملائم للتشخيص عليه تم الاعتماد على بعض 
 Akaike's Information Criteriaمعيار اكاكي للمعلومات     .1
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العالم    ف  ر  ع      قبل  من  أيضا  المعيار  )   Akaikeهذا  اختصارا1974-1973عام  له  ويرمز   ) AIC  الملائمة الرتبة  معلومات لاختيار  خلاله  من  قدم  حيث 
لمعيار    ARIMAلنموذج   قيمة  اقل  المناسبة  الرتبة  تقابل  نماذج بحيث  بين عدة  ملائمة  AICمن  الأكثر  الرتبة  كالآتي:  وتمثل   Wei)  -ويعبر عنه رياضيا  

 ( Nelles, 2001)و( 1990,

AIC = n*log(𝜎𝑎
2) + 2*m                                                                                                                     (5) 

𝜎𝑎   :أن اذ
 النموذج عـدد معلمات تمثـل: M ،   الزمنيـة السلسلة حجم : تمثل  n،     الخطأ  تباين هو:  2

  Akaik's Final Prediction Error Criteria كيامعيار خطأ التنبؤ النهائي لاك .2
يمثل مقياس خطأ و   FBE ويرمز له اختصارا     1969عام      Akaike  من قبل العالم  ف  ر  حيث ع    من المعايير المهمة في تحديد الرتبة المناسبة للنموذج،  دويع  

 ( Ljung, 1999) لفترة قادمة ويحسب بالشكل الآتي :ويعرف على انه تباين خطأ التنبؤ  النهائيالتنبؤ 

FPE =
(1+(

m

N
))

1−(
m

N
)

V                                                                                                                            (6) 

 : حجم السلسلة الزمنية  N،   عدد المعلمات في النموذجm  : ،      خطأ التنبؤ النهائيFBE :  إذ إن :
V  وتحسب بالشكل الآتي:: دالة الخسارة     

V =
1

2
∑ ei

2N
i=1                                                                                                                               (7)  

  Mean Square Errorمتوسط مجموع المربعات                 .3

 :(Hayawi,2009)ويعرف بالصيغة الاتية 

𝑠𝑒
2 =

1

𝑛−𝑚
∑𝑖=1

𝑛 𝑒𝑖
2 =

1

𝑛−𝑚
∑𝑖=1

𝑛  (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)                                                                                           (8) 

 تمثل عدد معلمات النموذج  m : ،    : حجم السلسة الزمنية     nان :   اذ

 الجانب التطبيقي   .10
 شخيص نماذج السلاسل الزمنية ت (1

اذ ان الرسم يعطي وصفا للبيانات ويساعد في إعطاء فكرة لتشكيل النموذج، لهذا    ( Time series plotالزمنية يجب اولا رسم السلسلة الزمنية ) لدراسة السلسة  
ا حتى نستطيع وصف هذه السلسلة ومعرفة سلوكها، فعند رسم البيانات المعطاة  الخطوة الأولى لتحليل أي سلسلة زمنية هي رسم البيانات  لمتمثلة بسلسلة  فان 

 ( الآتي: 1حول المسار العام أي انها تحتوي على اتجاه عام، ويمكن مشاهدة السلسلة من خلال الشكل )المخرجات أي المبيعات نلاحظ هناك تشتت واضح 

 
 (yمبيعات )المخرجات الرسم الزمني لل (1الشكل )
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الوسط، , عليه تم   من ملاحظة الرسم البياني لسلسلة المبيعات والمتمثلة بالمخرجات والموضحة في الشكل السابق يتبين عدم استقرارية السلسلة الزمنية  حول
تحديد النموذج الملائم ورتبته .   ويتمبعد معالجة عدم الاستقرارية للسلسلة الزمنية سنقوم بتوفيق افضل نموذج لها  اعتماد الفرق الاول لتصبح السلسلة مستقرة .  

ولايجاد النموذج الملائم سيتم الاعتماد على المعايير الإحصائية اذ سيتم ملائمة مجموعه من    ARIMAنلاحظ من الاشكال السابقة ان السلسلة تتبع احد نماذج  
 لإحصائية وكما مبينة النتائج في الجدول الآتي: لاختيار النموذج الأفضل الذي يعطي اقل قيمة ممكنة للمعايير ا ARIMA(p,d,q)نماذج 

 ARIMA(p,d,q)( المعايير الاحصائية لنماذج 1جدول )

MSe AIC MODEL NO. MSe AIC MODEL NO. 

1.727 47.594 ARIMA(3,1,3) 14 1.886 43.331 ARIMA(1,1,0) 1 

1.81 52.652 ARIMA(3,1,4) 15 1.781 41.5996 ARIMA(1,1,1) 2 

1.739 52.044 ARIMA(3,1,5) 16 1.791 43.964 ARIMA(1,1,2) 3 

1.779 45.526 ARIMA(4,1,0) 17 1.895 49.641 ARIMA(1,1,3) 4 

1.79 47.928 ARIMA(4,1,1) 18 1.816 42.867 ARIMA(2,1,0) 5 

1.796 50.146 ARIMA(4,1,2) 19 1.791 43.964 ARIMA(2,1,1) 6 

1.809 52.616 ARIMA(4,1,3) 20 1.79 45.928 ARIMA(2,1,2) 7 

1.719 51.291 ARIMA(4,1,4) 21 1.8 48.291 ARIMA(2,1,3) 8 

1.801 56.327 ARIMA(4,1,5) 22 1.792 50.001 ARIMA(2,1,4) 9 

1.791 47.964 ARIMA(5,1,0) 23 1.804 52.435 ARIMA(2,1,5) 10 

1.797 50.182 ARIMA(5,1,1) 24 1.814 44.796 ARIMA(3,1,0) 11 

1.723 49.443 ARIMA(5,1,3) 25 1.804 46.435 ARIMA(3,1,1) 12 

1.734 53.857 ARIMA(5,1,4) 26 1.809 48.616 ARIMA(3,1,2) 13 

ولغرض فحص مدى ملائمة النموذج ،    MSEومعيار    AICهو افضل نموذج لامتلاكه اقل قيمة لمعيار     ARIMA(1,1,1)( ان النموذج  1يتبن من الجدول )
والموضحة في الشكلين الآتيين ، اذ ظهر ان جميع الأخطاء تقع ضمن حدود الثقة مما يشير   ACF, PACFمن خلال رسم    Residualsفقد تم فحص البواقي  

 وائية تماما. الى ان بواقي هذا النموذج غير مترابطة مع بعضها البعض أي ان الأخطاء الناتجة من النموذج كانت عش
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 (6-3الشكل ) دالة الارتباط الذاتي الجزئي للاخطاء                (5-3دالة الارتباط الذاتي للاخطاء الشكل )

 ويمكن كتابة النموذج النهائي للمبيعات التي تم استخدامها في هذه الرسالة بالشكل الآتي:   
Zt = α1Zt−1 − β1at−1 + at                                                                                                                9) ) 

 : ( الآتي2كما موضحة في الجدول )نموذج تم الحصول عليه من البيانات  لأفضلان تقديرات معلمات النموذج في المعادلة السابقة 
 (: يوضح معلمات افضل نموذج سلسلة زمية تم الحصول علية 2جدول )

P T SE Coef. Coef. Type 

0 8.91 0.0945 0.8414 AR(1) 

0 4.4 0.1384 0.6087 MA(1) 

0.141 1.48 0.0428 0.0634 Constant 
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 أي ان النموذج هو:                                                      
Zt = 0.8414Z𝑡−1 − 0.6087at−1 + at                                                                                                01) ) 

 تشخيص نماذج فضاء الحالة   (2
والذي يمثل مدخلات النموذج  x والذي يمثل المخرجات نتبع نفس الخطوات على المتغير القيادي    yوبنفس الأسلوب السابق الذي تم استخدامه على المتغير  

ام ويمكن مشاهدة  وكالاتي رسم البيانات المتمثلة بسلسة المدخلات والتي تعني المؤشر القيادي , نلاحظ ان هناك تشتت واضح في المسار أي ان هناك اتجاه ع
 ( ادناه.  4السلسلة في الشكل )

 
 x( الرسم الزمني للمخرجات 4الشكل )

 من   لكل  الاول  الفرق   اخذ  تم  الحسابي وعليه  الوسط  في  غير مستقرة  المدخلات  سلسلة  ان  اعلاه  (4)  الشكل  في  للبيانات  Time series plot   الزمني  الرسم  يبين
.    لأيجاد  والمخرجات  المدخلات الحالة  الاستقرارية  لفضاء  نموذج  افضل  الولإيجاد  الإحصائية  المعايير  اعتماد  يسيتم  وكما ذي  المعايير  لهذه  قيمة  اقل  عطي 

 ( الآتي: 3)موضحة النتائج في الجدول
 نماذج فضاء الحالة مع المعايير الاحصائية  (3جدول )

FBE MSE AIC NO. 

1.59 1.525 0.463 1 

0.943 0.868 -0.058 2 

0.356 0.314 -1.031 3 

0.366 0.31 -1.004 4 

0.306 0.232 -1.184 5 

0.345 0.269 -1.063 6 

0.361 0.27 -1.019 7 

0.408 0.292 -0.899 8 

0.334 0.201 -1.107 9 

0.43 0.244 -0.858 10 

وبمقارنة النتائج    ( .FBEومعيار )(  AICيتبن من النتائج الموضحة في الجدول أعلاه ان نموذج فضاء الحالة من الرتبة الخامسة يقابل اقل قيم للمعايير معيار )
 نموذج لفضاء الحالة اللذان يقابلان اقل قيم للمعايير الاحصائية وكما موضح في الجدول ادناه : التي تم الحصول عليها لافضل نموذج للسلسلة الزمنية  وافضل

( نتائج المقارنة بين السلاسل الزمنية ونموذج فضاء الحالة 4جدول)   
Models AIC MSE FPE 

ARIMA(1,1,1) 41.5996 1.781 1.829 

State space(5) -1.184 0.232 0.306 

افضل من    state space(5)  ذي الرتبة الخامسة  ( وقيم المعايير الاحصائية لكل نموذج تبين ان نموذج فضاء الحالة4المقارنة بين النماذج من الجدول ) بعد  
 لنموذج السلاسل الزمنية . الاحصائية لنموذج فضاء الحالة اقل من قيم المعايير الاحصائية ذلك لان قيم المعايير ARIMA(1,1,1)نموذج السلاسل الزمنية 

1501351201059075604530151
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 الاستنتاجات   .11
 دي الاول لها . اتضح من خلال العمل في بيانات هذا البحث ان السلسلة الزمنية المستخدمة غير مستقرة وقد وصلت الى الاستقرارية بعد اخذ الفرق الاعتيا  .1
 .افضل نموذج من نماذج السلاسل الزمنية  لتمثيل  للبيانات اذ اعطى اقل قيمة للمعايير الاحصائية هو  ARIMA(1,1,1)يعد النموذج  .2
نموذج تم الحصول عليه من البيانات المتمثلة بالمؤشر القيادي والمبيعات التي استخدمها العالمان    يعد نموذج فضاء الحالة من الرتبة الخامسة هو افضل .3

Box-Jenkinz  .اذ اعطى اقل قيم لبعض المعايير الإحصائية 
بيانات افضل من تحليل السلاسل من خلال المقارنة بين قيم المعايير للسلاسل الزمنية وقيم المعايير لنماذج فضاء الحالة تبين ان تحليل فضاء الحالة لل .4

 الزمنية للبيانات ذاتها . 
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Identification State Space models and some Time Series models 

 

Zeina Assem            Hayam Abdel Majeed Hayawi 
College of Computer Science  and Mathematic, University of Mosul 

Abstract:In this research, a comparison of the identification process for time series models represented by ARIMA models 

was studied by identification several models and choosing the best model based on some statistical criteria and one of the 

dynamic models represented by state space models was through identification several models with different ranks and 

choosing the best model based on statistical criteria. On data handled by Box & Jinkins researchers, namely, Xt is the input 

variable and represents the leading indicator, and 𝑌𝑡 represents the output variable, which refers to sales, and includes 150 

pairs of inputs and outputs. Time frame, depending on statistical criteria, 
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