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ABSTRACT 
 In this paper we finding the maximum(k,r)-arcs and minimum values 

for a complete(k,r)-arcs which are unknown at yet in projective plane 

PG(2,31), improvement some of the maximum value mr(2,q) for 3≤r≤10 

by using conic equation, and for value 4≤r≤6 by using incidence matrix 

and we get new examples (68,4), (96,5), (128,6)-arcs that have not been 

obtained previously. 

Also we prove that nonexists (k,3)-arcs when 144  k  in PG(2,31) 

theorm (1.9.1). 

 
 

ص ـالملخ
-للأقواس قمنا بإيجاد القيم العظمىفي ىذا البحث   ),( rk  للأقواسوالقيم الصغرى- ),( rk التامة 

  العظمى القيم بعضتحسين ب وقمنا ,PG)31,2(المستوي الاسقاطي  فيغير معروفة حتى الان 
mr(2,q) 3  عندما≤r≤10 4 قيمة ماعند و المخروطي باستخدام معادلة≤r≤6  باستخدام

التي لم  (128,6) و (96,5) و (68,4)-لاقواس ل امثلة جديدة وحصمنا عمىمصفوفة الوقوع 
-وجود الأقواس عدم برىنا كذلك .سابقا الحصول عمييا يتم )3,(k 144 ماعند  k  في
)31,2(PG (1.9.1)ة مبرىن . 
 

البحث مستل من رسالة ماجستير : ملاحظة
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: مقدمة (1.1)
(-بحيث يكون القوس kالى القيمة العظمى لـنرمز rk, موجودا في المستوي الاسقاطي  )

PG(2,q) 2,(بـ( qmr. كما نرمز الى القيمة الصغرى لـk  بحيث يكون القوس-) rk, تاما في  )
)2,(بـ PG(2,q)المستوي الاسقاطي  qtr .

ىو فضاء ذو بعد  GF(q)معرف عمى الحقل المنتيي ال PG(2,q)المستوي الاسقاطي 
12 يحوي 2  qq 12من النقاط و  qq  من الخطوط وكل خط تقع عميوq+1 

نقطتين في المستوي  ةلأي أنما ك. من الخطوط q+1يمر خلاليا  وكل نقطة, من النقاط
 , فقط يمتقيان في نقطة واحدة ينخط كليوجد خط واحد فقط يصل بينيما و PG(2,q)الاسقاطي 

 .وجد ثلاثة منيا عمى استقامة واحدةتوجد عمى الأقل أربع نقاط لاتو
)2,(في المستوي الاسقاطي  (,rk)-القوس  qPG ىو مجموعة k في  من النقاط

, أو أكثر من تمك النقاط عمى خط 1rمن النقاط عمى خط ولا يوجد  rالمستوي بحيث يوجد 
(-ويقال أن القوس rk, rk)-ي قوسإن لم يكن محتوى ف تاماً  ) ,1 .)
)2,(إن القيمة qmr  ً1956ففي عام , الباحثينمن دراسة وبحوث  كبيراً  قد  غمت حيزا 

)2,()1(2أن  [5] (Barlotti)أثبت   rqrqmr  2,),(1عندما  qrr .
3 أن [18] (Sco)و (Lunelli)أثبت  1964وفي عام  rqrqmr  )1(),2( 

qrعندما  4  1وأن),( qr  , 4كذلك rqrqmr  qrعندما )2,()1( 9  وأن
1),( qr 2,()1(1أن  اوكذلك أثبتو(  qrqmr , 1),( qr , أثبت  1981لـكن في عام

(Hill) و(Mason) [13] كما وردت دراسات أخرى عن ىذه القيمة في . أن ىذه العلاقة خاطئة
.  ,[21] [16] ,[17],[1],[3], [7], [9], [11]  المصادر

أن ( مربعاً  عدداً  qعندما يكون ) [8] (Bruen)أثبت  1982في عام 
)2)(1(),2(  qrqtr , أثبت  1994وفي عام(Blokhuis) [6]  أن

2

1
3),2(  qqtr .
 
 [15] :مبرهنة (1.1.1)
 :فان PG(2,q)في المستوي الاسقاطي  قوساً  Kليكن  
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 . K لمقوس -iيمثل العدد الكمي لمقواطع  Ti حيث

R i  يمثل العدد الكمي لمقواطعi- لمقوس K خلال نقطةp من نقاط القوس K . 
Si  يمثل العدد الكمي لمقواطعi- لمقوسK  خلال نقطةQ في PG(2,q) /K. 
 

 [15] :مبرهنة (1.1.2)
من الحمول المختمفة غير السالبة  L في المبرىنة اعلاه (5)و (4)اذا كان لممعادلتين 

  LjRRRB njjjj ,...,2,1,,...,, 21   ووجدتjb  من النقاط عمى القوسA من النمط  rk, 
 :فان jBتحقق الحمول 
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 [15]تعريف (1.1.3)

 (k+1,r) -لم يوجد قوس إذا (Complete Arc)انو قوس تام  -(k,r)يقال لمقوس 
 .يحويو

 
 p.335[15]:مبرهنة (1.1.4)

 :فان PG(2,q)في المستوي الاسقاطي  تاماً  قوساً  Kليكن 
rqqT rrq  12)1(  

1Sكان إذا وفقط إذا وتتحقق المساواة r  لكلQ في PG(2,q) /K. 
 

 _:PG (2,31)  المستوي الاسقاطي (1.2) 
 (Companion Matrix) المصفوفة المرافقة (1.2.1)

)(34 لتكن 23  xxxxf (Monic Polynomial)حادية متعددة حدود أ 
عمى  

GF)31(الحقل المنتيي   فإن (Absolutely irreducible)وغير قابمة لمتحميل مطمقا  
 :ىيxf)( لـ المرافقة المصفوفة
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 وىذا PG)31,2(الاسقاطيعمى المستوي  (Cyclic Projectivity)سقاط دوار إوىي 
. الإسقاط يجعل نقاط المستوي كميا تترتب ب كل دارة واحدة فقط

ىو فضاء ذو  GF)31( المعرف عمى الحقل المنتيي PG)31,2( يالمستوي الاسقاط
يمر نقطة وكل نقطة  32خط وكل خط يقع عميو  993نقطة وعمى  993يحتوي عمى  2-بعد

.  خط 32 خلاليا
 
_  : PG (2,31)نقاط الفضاء الاسقاطي  (1.2.2) 

(0 0 1)بإختيار النقطة  1p كنقطة إبتدائية في المستوي فإن باقي نقاط المستوي يمكن إيجادىا
: علاقة الآتيةوذلك حسب ال Tالدوار  الإسقاطبمصفوفة 1pبواسطة الضرب الأيمن لمنقطة 

1 ii pp T , 1,,3,2 2  qqi   

. PG)31,2(نقاط المستوي الاسقاطي (2.1)ويمثل الجدول 
 

. PG)31,2(نقاط المستوي الاسقاطي: (2.1)جدول

Pi i 
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1 4 30 992 
 

_ :PG(2,31) خطوط المستوي الاسقاطي (1.2.3)
  :أي أن PG)31,2(خط المالانياية سيكون ىو الخط الأول في المستوي الاسقاطي

1L ={0,1,21,58,85,120,135,273,304,355,430,444,470,486,531,535,553,    

            647,653,656,681,686,694,749,760,792,846,922,924,934,941,970} 
 

: وط المستوي نطبق العلاقة الآتية ولإيجاد باقي خط
1 ii LL T , 1,,3,2 2  qqi  

 
  _:PG(2,31) في (k,r) _قواسايجاد القيم العظمى للأ (1.3) 
 [4,14] في (Faina)و (Braun)و (Hirschfeld)إن أحدث النتائج التي حصل عمييا  

)2,(غيرىم لقيم ينباحث عن فضلا qmr 2,(مستوي الاسقاطيلل( qPG 3111 نا اذ  q 
: موضحة في الجدول الآتي
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( 2.2)جدول 
 

 

)2,(أعلاه أن القيم العظمى في نلاحظ من الجدول qmr  في المستوي الاسقاطي
)31,2(PG 303تكون عندما  r لذلك  (497,17),(466,16)-باستثناء الاقواس مجيولة

q 
n 

11 13 16 17 19 23 25 27 29 31 

2 12 14 18 18 20 24 26 28 30 32 

3 21 23 28-33 28-35 31-39 34-47 36-51 39-55 42-59 44-? 

4 32-34 38-40 52 48-52 52-58 58-70 62-77 66-83 70-89 ?- ? 

5 43-45 49-53 65 61-69 68-77 79-93 85-105 111 94-119 ?- ? 

6 56 64-66 78-82 78-86 86-96 102-116 126-129 114-139 126-149 ?- ? 

7 67 79 93-97 94-103 105-115 123-139 132-155 ?-167 154-179 ?- ? 

8 77-78 92 120 114-120 124-134 146-162 ?-181 ?-159 169-209 ?- ? 

9 89-90 105 128-131 137 147-153 167-185 ?-207 ?-223 195-239 ?- ? 

10 100-102 118-119 142-148 154 172 192-208 ?-233 ?-251 221-269 ?- ? 

11  132-133 159-164 166-171 191 223-231 ?-259 ?-279 247-299 ?- ? 

12  145-147 180-181 182-189 204-210 254-254 ?-285 ?-307 273-329 ?- ? 

13   195-199 204-207 225-230 277 301-311 315-335 312-359 ?- ? 

14   210-214 221-225 242-250 278-301 326-337 351-363 338-389 ?- ? 

15   231 239-243 262-271 311-325 ?-363 379-391 407-419 ?- ? 

16    256-261 285-290 332-349 ?-389 ?-419 436-449 466 

17     305-311 335-373 ?-415 ?-447 ?-479 497 

18     324-330 376-397 ?-441 468-475 455-509 ?- ? 

19      399-421 ?-467 ?-503 ?-539 ?- ? 

20      420-445 480-493 ?-531 ?-569 ?- ? 

21      461-479 501-519 ?-559 574-599 ?- ? 

22      484-503 527-545 ?-587 572-629 ?- ? 

23       558-571 ?-615 ?-659 ?- ? 

24       576-597 624-643 637-689 ?- ? 

25        652-671 696-719 ?- ? 

26        676-699 702-749 ?- ? 

27         754-779 ?- ? 

28         784-809 ?- ? 

29          ?- ? 

30          ?- ? 
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نو لا توجد إإذ  ولأول مرة الحصول عمييا ننا استطعناا اذ, كان ىدفنا منذ البداية إيجاد ىذه القيم
-وىذه القيم للأقواس ن وتم ذلك باستخدام برنامج حاسوبيقيم من ورة لحد الآ ),( rkىي :

 ,(147,7)_القوس ,(120,6)_القوس ,(92,5)_القوس, (66,4)_القوس  ,(41,3)_القوس
, (263,11)_القوس ,(234,10)_القوس ,(204,9)_القوس, (175,8)_القوس
, (385,15)_القوس،(357,14)_القوس ,(324,13)_القوس ,(294,12)_القوس
, (509,19)_القوس, (478,18)_القوس ,(447,17)_القوس, (415,16)_القوس
, (636,23)_القوس ,(604,22)_القوس, (572,21)_القوس،(541,20)_القوس
, (770,27)_القوس،(736,26)_القوس ,(703,25)_القوس ,(670,24)_القوس

 (879,30)_القوسوأخيرا (841,29)_القوس, (804,28)_لقوسا

 
 

:- (66,4)_القوس  نقاط مثال عمى ذلكو
 القوس نقاط القوس

379 0 1 2 3 5 89 155 423 851 246 310 337 748 729 348 88 438 

261 83 441 708 138 399 299 119 389 887 467 102 29 683 170 

165 284 825 331 205 670 628 171 727 792 816 604 478 965 939 

28 448 662 184 658 645 755 877 326 991 283 900 192 142 464 

193 355 764 

(66,4) 

 
  _:باستخدام معادلة المخروطي (k,r) _تحسين القيم العظمى للأقواس (1.4)

)2,(في ىذا البند قمنا بتحسين بعض قيم  qmr لمخروطي وذلك باستخدام معادلة ا
303 لقيمPG)31,2( بالمستوي الاسقاطيالخاصة   r.المخروطي الذي وقع عميو  معادلة إن

: ىياختيارنا لو 
029 212010  xxxxxx 

بذلك و, في المستويجميع المخروطيات الباقية  ًسقاطياٳوىذا المخروطي يكافئ 
:  PG)31,2(الجديدة الآتية في المستوي الاسقاطياستطعنا الحصول عمى الأقواس 

 ,(148,7)_القوس,(121,6) _القوس, (93,5)_القوس, (67,4)_القوس ,(44,3)_القوس
 (235,10)_القوسواخيرا  (205,9)_القوس,(176,8)_القوس

:- (67,4)_القوس  ومثال عمى ذلك نقاط
نقاط القوس   القوس 

 0 1 2 4 17 100 124 130 159 164 348 354 361 372 496 504 571 638 (67,4) 
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689 701 706 742 783 855 860 862 873 903 930 943 953 955 65 3 85 

282 401 586 116 200 711 692 850 550 68 166 761 142 709 234 417 

344 818 751 390 919 376 225 785 136 187 509 897 547 406 510 577 
  :-تعاريف المهمة بعض ال (1.5)

 

:- The Orbit [12]المدار  (1.5.1)
)2,(وليكن ,GF)31(عناصرىا تنتمي إلى حقل nمصفوفة من الرتبة  Mلتكن  qPG 

pppppنفسو فان المتتابعة ومعرف عمى الحقل ًاسقاطيا ًمستويا n ,,,, 21 أيسر ًتسمى مدارا 
iإذا كانتp لــ

i pMp  ,أيمن إذا كانت  ًوتسمى مداراpMp i

i لكل nr  , ni ,,2,1  

 
_ :The Incidence Matrix [19]مصفوفة الوقوع  (1.5.2)

)(تعرف مصفوفة الوقوع بأنيا مصفوفة مربعة  ijsS  ذات سعة مساوية لعدد نقاط
)2,(المستوي الاسقاطي qPG  حيث أن نقاط وخطوط ىذا المستوي تمثل أعمدة وأسطر ىذه

فيما  0ijsو  iLواقعة عمى خطjpإذا كانت النقطة 1ijsحيث أن , المصفوقة عمى التوالي
,3,2,1,,1عدا ذلك لكل 2  qqji  .

 
 

 
:   Group of the projectivity [15]زمر الإسقاط  (1.6)

 

:  Group the projectivity [15] الإسقاطزمرة  (1.6.1)
)1,(ىي زمرة كل الإسقاطات لمفضاء الاسقاطي  qnPG ويرمز ليا بالرمز),( qnPGL .

 

: The Collineation Group [15]زمرة الاستقامة  (1.6.2)
)1,(لمفضاء الاسقاطي ىي زمرة تحوي كل الاستقامات qnPG   ويرمز ليا

),(بالرمز qnPTL .
 

: The General Linear Group [15]الزمرة الخطية العامة  (1.6.3)
),(ليكن  qnVV  فضاء متجيات ذا بعدnمعرف عمى الحقل المنتيي)(qGF , الزمرة
والتي يرمز ليا  Vلــ Bijective linear Transformationsالخطية العامة 

),(بالرمز qnGL,ات المربعة غير المنفردة المعرفة عمى ويمكن أن تعرف بأنيا زمرة كل المصفوف
. الحقل نفسو

 

:  TL(n,q) [15]الزمرة  (1.6.4)


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),(تعرف الزمرة  qnTL  بأنيا زمرة التحويلات التقابمية  بو الخطية(semi linear) 
),(لفضاء المتجيات  qnV ذي بعدnالمنتيي والمعرف عمى الحقل)(qGF .

: The special linear Group [15]الزمرة الخطية الخاصة  (1.6.5) 
),(تعرف الزمرة الخطية الخاصة  qnSL بأنيا الزمرة الجزئية(Sub-group)  من زمرة

),(التحويلات الخطية  qnGLلواحد ٍالتي محدد عناصرىا مساو .
 

 :[15]مبرهنة  (1.6.6)
),(في الفضاء الإسقاطي  qnPG يتحقق الآتي :

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 PG(2,q)في  (k,r)_للأقواس تحسين القيم العظمى ) 1.7(
مع زيادة  ًطويلا ًما وتستغرق وقتا ًلسابق بطيئة نوعاالكون طريقة المتبعة في البند  ًنظرا
لتحسين بعض القيم  مطموب تحسينيا لذلك ارتأينا إلى استخدام طريقة مصفوفة الوقوعالأقواس ال
-للأقواس العظمى ),( rk حيث أنيا سبق وأن استخدمت , كونيا سريعة مقارنة بالطريقة السابقة

. ًكما سنوضحيا لاحقا [19,24]في  GF)31(عمى حقول أصغر من الحقل
 
: Solving linear equation [7]حل المعادلات الخطية  (1.7.1)

)2,(سنبدأ بالمستوي الاسقاطي qPGالمعرف عمى الحقل المنتيي)(qGF  مع فضاء
12والذي يحوي pجزئي   qqفي  1_من النقاط ذو بعد)( 3qGF جزئي والفضاء الL  والذي
12يحوي  qq في 2_من الخطوط ذو بعد)( 3qGF .

)2,( لممستوي الاسقاطيSالآن سنعرف مصفوفة الوقوع  qPG  بأنيا مصفوفة عدد
 نستوي وأسطرىا بعدد خطوط المستوي وعناصرىا ت ير إلى الفضائييأعمدتيا بعدد نقاط الم

PpLl الجزئيين  : والمعرف كما يمي ,
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





 


0       ذلك ماعدا

 p  1         عندما
),(


 pm  

:  [7]مبرهنة  (1.7.2)
-يوجد قوس  ),( nk  2,(في المستوي ألإسقاطي( qPG   إذا وفقط إذا وجد حل
0/1،),...,,( 21 p

xxxx  لمنظام الآتي: 
  

 
 

)2,(ويوجد عمى الأقل خط في المستوي qPG . ًيحقق المساواة في ثانيا 
يمكننا تحديد النقاط التي  xننا بواسطة ألأحداثي ذات القيمة واحد في متجو الحل اذ ا

-القوس إلىتنتمي  ),( rk ,جديدة محسنة نستخدم نظام من المعادلات  سواولكي نحصل عمى أق
)3,((Automorphism) ًذاتيا ًسنعرف ت اكلا ًولكون ىذا النظام كبيرا qGL لتقميصو ,

KpKp :الذي يحقق الخاصية الآتيةKومن ثم البحث عن القوس   )( 
 .لمنظام والتي بجمع أعمدتيا ىي تقابل لمنقاط الواقعة في المدار نفسوSىذا يعني بأن المصفوفة

: تحت تعريف الت اكل الذاتي أي أنSوتعريف لخاصية الوقوع لممصفوفة 
)()(    pp  

وفة بالنسبة عمى اندماج لمنقاط في المدارات لمصفوف المتطابقة في المصف ًنحصل أخيرا
. لمدارات الخطوط إذا طبقنا الت اكل الذاتي عمى الخطوط

لكون عدد مدارات النقاط مساوي لعدد ) وبيذا يتقمص حجم مصفوفة الوقوع المربعة
إلى ذات سعة مساوية  (993*993)من ذات سعة مساوية لعدد نقاط المستوي ( مدارات الخطوط

. (65*65)مدارات المستويلعدد 
ىي الزمرة المتولدة نتيجة استخدام Gحيث أن GS فة الوقوع الجديدةسنرمز لمصفو

ىي مدارات خطوط المستوي والتي سنرمز  GSن صفوف المصفوفة الجديدةٳ، الت اكل الذاتي
m ليا بالرمز ,,, 21  , مدارات نقاط المستوي ورمزىاأما أعمدتيا فييm ,,, 21   .

GSكما أن عناصر المصفوفة يمكن تعريفيا بالعلاقة الآتية     
 ppS j

G
ji

:,    is  subspace  of     
. iتمثل  حيث إنَّ  
 

: [7]مبرهنة  (3 .1.7)
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

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
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),(يوجد قوس rk 2,( في المستوي الاسقاطي( qPG  مع زمرة الت اكل
H (automorphism_group) 3,(حيث أن( qGLHG   1/0إذا وفقط إذا وجد حل ثنائي 

),,,( 21 mxxxx لمنظام الآتي :































r

r

r

xS

kx

TG

ii

.

.

.
2

1 

 

)2,(الأقل خط واحد في ويوجد عمى  qPGًيحقق ثانيا .
أعلاه إلى نظام معادلات وذلك لمضرورة في ثم نحول نظام المتراجحات في المبرىنة 

:  الحاسوبية وكالآتي

 
{تأخذ إحدى القيم  y = (y1,y2,…,ym)فالمتغيرات  r,,2,1,0  والتي تمثل  }

i,ri ,2,1,0 لمقوس),( rk 2,(في المستوي الاسقاطي( qPG  وبحل ىذا النظام سنحصل
. عمى القوس المطموب

 
: [24]خوارزمية مصفوفة الوقوع  (1.7.4)

: الخطوة الأولى 
. qGF)(وحدد الحقل p1 = (1 0 0)ةمع النقطة الابتدائي Tحدد الإسقاط 

: الخطوة الثانية 
n , (n) من الرتبة  gحدد المصفوفة المولدة  1< n<  .

: الخطوة الثالثة 
),(القوساللازمين لإيجاد ,rkأدخل  rk 2,(في المستوي الاسقاطي( qPG .

: الخطوة الرابعة 

GS 
10000

01..

0..

0..10

0..01















 

m ............1

 

0.................................0 

m

m

y

y

x

x





1

1

 

0

0


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)2,(أحسب نقاط المستوي qPG )T )1 حيث أن   ii pp 2,,)( لكل ni  .
: الخطوة الخامسة 

: بحسب العلاقة الآتية أحسب مدارات نقاط المستوي 
      ,161,2,i     , 1  pig

i
d ثم أوجدP  حيثوالتي ىي المدارات اليمنى لممستوي 

 :إننّ     , , 
2

 , 
1

 
m

  P  . 
: الخطوة السادسة 

: ب العلاقة الآتيةبحسأحسب مدارات خطوط المستوي 
      ,161,2,i     , 1  ipg

i
dوىي المدارات اليسرى لنقاط المستوي ثم أوجدL  حيث

 أن   ,, 
2

 , 
1

 
mL   

: الخطوة السابعة 
: إننّ حيث  GSاحسب 
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j

,
orbit   theofgenerator   with the

 orthogonal which  ofpoint   theofnumber  the
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
G

jiS  

kيني حول نظام المتراجحات الدايوف:الخطوة الثامنة  
i

x
i

  , rXS TG    إلى نظام

المعادلات الدايوفيني 
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: الخطوة التاسعة 
 (1,0)تتحدد بقيمتين  i=1,2,…,mلكل  xiحل نظام المعادلات الدايوفيني بحيث أن قيمة 

. n,…,0تتحدد بالقيم  i=1,2,…,mلكل  yiوقيمة 
: اشرة الخطوة الع

ikkاجعلفي حالة عدم وجود حل لنظام المعادلات الدايوفيني    لا اذىب إلى الخطوة وا 
. الحادية ع رة

: الخطوة الحادية عشرة 
ىو جزء من القوس  iيعني أن نقاط المدار  xi=1  ,i=1,…,mأطبع الحل بجزئيو حيث أن 

),(طموب الم rk yi ,  لكلi=1,…,m ي ير إلى قيمة القاطع لمقوس.  
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 باستخدام مصفوفة الوقوع  (k,r)_تحسين القيم العظمى للأقواس (1.8)
)2,(بتحسين بعض القيم العظمى  البندقمنا في ىذا  qmr للأقواس),( rk  التامة عندما

64  r 31,2( في المستوي الاسقاطي(PG  وذلك بحل نظام المعادلات الدايوفنتينية 
(System of Diophantine Equation) ع الذي أعتمد عمى استخدام مصفوفة الوقو 

(Incidence Matrix) (93,5)_وفيما يمي  رح مفصل لتحسين القوس :
 
 : PG(2,31) سقاطيفي المستوي الا (93,5)_تحسين القوس (1.8.1)

باستخدام طريقة مصفوفة  PG(2,31)في  (93,5)_القوس في ىذا البند قمنا بتحسين
.  65*65إلى ذات سعة  993*993فوفة من ذات سعة الوقوع وذلك بتقميص ىذه المص

يق الضرب إلى مدارات وذلك عن طر PG)31,2(الاسقاطيتقسيم نقاط المستوي قمنا بت 
أن اذ ,gبالمصفوفة  g ىي زمرة من الرتبة السادسة ع رة وعناصرىا من الحقل  

)31(GF والمصفوفة التي تم اختيارىا ىي   ًمدارا 65وأن عدد المدارات ىي



















232

211

111

g 

فان نقط المدار الأيمن  p1 = (1 0 0)اختيار النقطة الابتدائية وب لتكون زمرة جزئية مولدة
: نحصل عميو من العلاقة الآتية

  :وبيذا فان نقاط المدار الأول ستكون كالآتي 

 









)23,15,1(),16,24,1(),14,22,1(),10,19,1(),3,22,1(),30,28,1(),15,19,1(),18,13,1(

)3,4,1(),30,10,1(),23,13,1(),19,10,1(),17,8,1(),10,17,1(),2,1,1(),0,0,1(
)0,0,1(1 G

 . (2.3) وان المدار الأول وباقي المدارات موضحة في الجدول
 

( 2.3)جدول 
932 133 669 882 621 12 862 854 41 863 366 258 769 788 642 1 orbit 1 

72 174 293 706 518 594 215 924 61 35 878 171 940 950 201 2 orbit 2 

305 910 404 615 292 646 241 488 234 510 626 172 855 184 563 3 orbit 3 

597 604 489 644 95 890 209 177 32 797 770 181 549 989 988 4 orbit 4 

618 532 146 15 470 486 887 778 156 722 726 942 232 421 517 5 orbit 5 

228 740 963 913 188 712 658 858 131 268 827 393 587 75 972 6 orbit 6 

767 956 151 754 279 727 271 859 866 737 613 814 169 153 244 7 orbit 7 

765 848 104 375 553 102 990 919 785 122 791 63 605 702 556 8 orbit 8 

806 728 753 870 141 783 199 224 492 297 69 180 220 678 540 9 orbit 9 

739 237 502 505 369 501 691 477 490 364 723 312 542 813 525 10 orbit 10 

757 904 659 944 964 203 160 668 252 383 295 86 914 136 178 11 orbit 11 

249 560 921 322 303 619 346 453 934 674 607 760 94 311 529 13 orbit 12 

50 175 868 586 721 159 675 408 554 514 494 793 39 959 747 14 orbit 13 

      ,161,2,i     , 1  ipg
i

d
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645 483 344 111 231 573 189 969 945 682 80 272 817 107 269 16 orbit 14 

130 289 993 349 820 78 121 464 903 358 436 238 405 144 900 17 orbit 15 

438 43 729 512 294 387 79 51 565 243 343 930 53 270 261 18 orbit 16 

773 826 21 200 27 226 37 132 277 48 359 528 551 286 325 19 orbit 17 

568 207 579 239 190 561 467 221 825 672 736 406 129 106 933 20 orbit 18 

310 828 951 204 979 230 896 864 789 713 208 213 966 681 342 22 orbit 19 

609 68 690 526 876 766 741 926 952 304 536 865 166 309 44 23 orbit 20 

796 139 257 688 836 819 143 112 786 623 452 60 749 845 265 24 orbit 21 

260 456 893 448 251 370 377 365 860 853 287 627 110 640 807 25 orbit 22 

673 968 666 152 91 978 247 288 772 590 569 222 879 541 953 26 orbit 23 

329 431 379 161 479 52 435 918 350 461 125 455 980 262 497 28 orbit 24 

582 657 135 402 764 655 958 495 909 852 832 123 884 649 425 29 orbit 25 

697 631 49 92 971 308 450 96 328 889 167 685 285 40 835 30 orbit 26 

851 684 699 59 67 608 816 821 500 128 768 416 484 317 84 31 orbit 27 

127 837 409 451 273 871 981 974 717 661 197 581 301 761 356 33 orbit 28 

163 776 687 652 917 476 150 714 134 750 400 593 267 351 651 34 orbit 29 

191 185 922 954 454 225 480 885 109 584 278 846 401 101 202 36 orbit 30 

458 641 654 499 531 936 282 906 960 192 611 575 302 762 840 38 orbit 31 

229 509 781 899 137 236 679 98 931 784 413 427 472 440 648 42 orbit 32 

88 420 176 58 330 469 911 977 635 233 398 386 449 716 46 45 orbit 33 

539 598 266 591 973 636 588 333 227 873 367 442 566 927 394 47 orbit 34 

115 426 439 194 155 93 665 388 186 73 513 103 733 124 74 54 orbit 35 

869 154 692 983 700 850 574 738 523 430 521 392 711 522 120 55 orbit 36 

148 397 445 849 943 253 352 725 475 975 577 693 537 991 805 56 orbit 37 

212 314 898 242 782 630 992 694 89 90 580 970 168 187 283 57 orbit 38 

545 145 634 250 915 967 842 841 108 315 412 790 707 337 839 62 orbit 39 

355 756 689 872 391 677 787 614 948 198 564 880 307 223 653 64 orbit 40 

313 182 535 157 263 498 589 847 809 414 745 299 811 403 216 65 orbit 41 

759 205 478 170 527 755 318 218 633 219 493 592 670 138 70 66 orbit 42 

949 643 676 362 116 929 894 892 585 620 639 411 808 895 468 71 orbit 43 

361 601 543 647 705 275 246 730 546 256 622 731 424 794 775 76 orbit 44 

482 530 399 547 149 883 718 81 965 140 410 319 407 511 779 77 orbit 45 

444 332 334 695 683 326 376 372 100 415 300 465 696 735 316 82 orbit 46 

0 0 0 0 0 0 0 0 457 751 363 861 165 824 803 83 orbit 47 

422 335 360 571 838 912 720 982 709 662 274 823 558 354 795 85 orbit 48 

158 460 259 818 515 347 617 555 986 142 147 724 217 704 324 87 orbit 49 

520 357 578 928 298 291 856 339 822 533 660 396 534 920 548 97 orbit 50 

255 389 916 281 798 382 801 338 875 758 947 417 625 897 196 99 orbit 51 

434 353 544 373 576 719 833 441 447 710 671 834 752 503 867 105 orbit 52 

179 487 437 777 572 471 320 474 901 624 395 829 701 374 800 113 orbit 53 

0 0 0 0 0 0 0 0 780 491 938 732 296 602 888 114 orbit 54 

235 284 600 698 290 907 955 946 610 599 629 748 264 902 680 117 orbit 55 

935 327 746 583 886 612 162 519 616 962 183 925 380 473 874 118 orbit 56 

708 667 126 432 390 323 663 857 348 206 418 446 961 433 606 119 orbit 57 

976 245 211 507 905 214 650 485 799 524 802 508 550 715 908 164 orbit 58 

506 877 686 459 987 881 340 276 742 774 957 321 792 831 419 173 orbit 59 

632 830 664 385 429 384 248 843 637 628 331 595 810 984 552 193 orbit 60 

210 941 378 638 985 567 844 937 481 771 462 423 815 428 443 195 orbit 61 

0 0 0 0 0 0 0 0 504 280 496 559 570 923 734 240 orbit 62 

0 0 0 0 0 0 0 0 804 345 466 744 341 463 656 254 orbit 63 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 306 orbit 64 

703 557 538 603 812 381 596 763 891 562 939 368 516 743 371 336 orbit 65 
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والتي تمثل مدارات خطوط المستوي بالطريقة نفسيا وقمنا بحساب المدارات اليسرى 

i     , 1 ,161,2,      :وبحسب العلاقة الآتية ipg
i

dوان أول مدار أيسر ىو :

 









(1,23,23)(1,3,3),

(1,12,12)(1,20,20),29), ,29, (19), ,9, (1), 1,1 (1,0), 0, (1,
)0,0,1(1 G

. اأيسر مداراً  65يتضمن  (2.4)الجدول  و
 

 (2.4)الجدول 
0 0 0 0 0 0 0 0 676 36 910 930 51 708 572 1 orbit 1 

753 287 67 820 616 630 797 817 771 970 5 204 586 393 642 2 orbit 2 

305 891 366 80 349 411 470 341 114 524 567 199 61 604 855 3 orbit 3 

164 845 62 658 475 629 307 625 56 756 31 45 993 206 669 4 orbit 4 

492 192 598 814 889 404 542 438 757 645 953 666 284 358 97 6 orbit 5 

764 785 149 388 707 217 776 942 111 719 865 410 251 315 690 7 orbit 6 

168 751 505 826 133 412 496 27 422 188 920 460 934 955 268 8 orbit 7 

465 883 40 511 522 617 32 537 611 304 59 160 159 327 628 9 orbit 8 

486 692 184 770 186 990 334 925 55 452 39 893 489 533 568 10 orbit 9 

173 868 575 933 394 562 585 74 47 163 75 744 277 428 787 11 orbit 10 

105 732 332 699 86 281 540 232 323 100 254 507 48 361 977 12 orbit 11 

745 876 582 654 618 657 178 872 499 725 693 777 590 882 824 13 orbit 12 

35 754 37 368 844 171 856 570 136 306 92 356 639 259 437 14 orbit 13 

698 415 329 648 703 600 464 234 643 88 959 276 908 391 986 15 orbit 14 

901 140 473 267 194 715 673 794 350 49 501 609 427 446 249 16 orbit 15 

779 633 946 679 484 541 145 338 781 594 170 624 435 664 110 17 orbit 16 

352 330 293 362 875 162 321 588 773 378 244 73 107 841 818 18 orbit 17 

424 68 252 93 766 512 449 974 390 488 354 476 29 87 263 19 orbit 18 

674 444 326 613 126 626 127 614 459 202 916 317 655 870 44 20 orbit 19 

759 241 395 647 892 714 167 557 668 907 242 858 638 911 939 21 orbit 20 

566 262 308 526 325 835 172 878 477 730 534 142 843 548 201 22 orbit 21 

472 123 297 670 197 982 979 153 423 99 712 364 442 43 454 23 orbit 22 

81 474 748 98 701 527 790 336 980 148 266 667 216 546 948 24 orbit 23 

704 543 641 445 374 253 42 560 218 798 961 651 483 480 758 25 orbit 24 

899 851 82 493 203 635 132 455 71 161 917 369 924 741 112 26 orbit 25 

832 408 687 549 954 809 152 96 270 723 702 383 94 550 740 28 orbit 26 

413 240 634 205 918 686 207 830 233 382 884 747 282 951 426 30 orbit 27 

671 558 544 523 200 752 689 41 615 811 515 726 536 311 141 33 orbit 28 

384 578 749 510 869 601 981 502 196 298 688 513 377 54 583 34 orbit 29 

347 260 828 64 439 406 784 945 847 922 137 932 414 314 139 38 orbit 30 

874 827 302 176 944 605 767 83 239 130 433 457 577 709 231 46 orbit 31 

379 957 678 912 392 482 516 722 419 169 495 166 301 793 272 50 orbit 32 

556 662 935 417 76 400 873 246 706 978 791 881 960 65 84 52 orbit 33 

621 409 370 275 174 155 367 70 926 812 441 721 825 497 861 53 orbit 34 

122 833 800 796 494 554 973 292 914 532 559 576 310 432 579 57 orbit 35 

900 943 466 711 219 985 940 179 923 69 903 380 573 212 478 58 orbit 36 

760 887 836 443 425 879 181 498 632 102 680 815 987 458 799 60 orbit 37 

198 531 561 131 952 77 729 592 863 322 976 846 650 877 407 63 orbit 38 

804 429 768 902 612 989 115 279 247 503 659 258 351 822 226 66 orbit 39 
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803 118 431 95 620 823 309 988 778 481 348 134 121 595 528 72 orbit 40 

695 738 530 652 565 831 228 829 288 185 571 508 765 521 518 78 orbit 41 

705 772 520 644 243 928 420 735 401 113 938 269 716 363 230 79 orbit 42 

737 975 397 761 471 547 734 849 535 862 718 467 103 958 717 85 orbit 43 

728 238 193 866 430 227 839 936 289 333 810 116 150 255 434 89 orbit 44 

237 965 296 236 261 373 867 448 727 788 677 964 299 834 421 90 orbit 45 

290 313 128 763 403 713 335 539 580 640 700 921 591 213 215 91 orbit 46 

248 436 344 210 775 312 956 389 463 661 245 490 675 450 151 101 orbit 47 

950 895 694 859 653 154 627 129 119 256 755 468 143 663 929 104 orbit 48 

991 927 545 915 984 623 180 235 525 208 191 331 905 584 608 106 orbit 49 

564 418 211 345 880 697 552 607 182 294 837 894 710 783 816 108 orbit 50 

509 342 682 385 398 320 801 221 214 157 405 316 340 720 637 109 orbit 51 

229 273 291 124 265 280 553 853 736 896 286 175 983 782 223 117 orbit 52 

479 318 821 746 733 742 806 962 906 376 399 685 656 264 456 120 orbit 53 

848 372 660 387 224 631 257 937 724 972 743 842 165 931 769 125 orbit 54 

183 487 319 684 146 365 506 337 731 324 622 589 750 619 355 135 orbit 55 

371 225 593 968 969 802 462 190 587 359 381 808 177 819 885 138 orbit 56 

158 898 780 375 328 453 396 519 529 250 691 485 807 339 187 144 orbit 57 

538 739 574 854 596 805 672 904 649 500 209 852 795 581 681 147 orbit 58 

599 514 992 913 440 971 278 300 683 813 357 897 786 295 274 156 orbit 59 

0 0 0 0 0 0 0 0 857 346 762 665 909 451 569 189 orbit 60 

606 941 636 864 222 555 947 491 343 888 517 461 963 860 949 195 orbit 61 

0 0 0 0 0 0 0 0 447 360 602 597 469 967 850 220 orbit 62 

0 0 0 0 0 0 0 0 838 563 840 610 402 886 386 271 orbit 63 

416 890 646 774 353 504 696 789 285 919 792 966 303 551 603 283 orbit 64 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 871 orbit 65 

 

Sليكون أسطر المصفوفة  iليحل محل  iومن ثم اختيار العنصر المولد لممدار
G 

Sمع المدارات اليمنى لتكون أعمدة المصفوفة 
G وحساب عدد نقاط المدارj المتعامدة مع 

,2,1,,65لكل  iالعنصر المولد لممدار  ji لتكون عناصر المصفوفةS
G  كما  تكونوالتي

: يأتي
 

0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 1 2 0 2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 2  

2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 2 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 2 0 2 2 0 0 0 0 0 1  

0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 2 2 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 1  

0 0 0 1 0 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 2 2 2 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 2 2 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0  

0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 1 1 1 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0  

0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 1 0 0 0 1 2 0 1 0 0 1 0 2 0 0 1 1 1 0 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 1 0 0 1  

0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1 2 2 2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0  

0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 2 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 2 1 0 0 0 0 0 2 0 2 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 1  

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1 2 1 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 2 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1  

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 2 0 0 1 1 0 0 1 1 1 2 0 0 2 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 1 2 1 1 0  

2 0 0 1 1 0 0 1 1 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 2 0 2 2 0 0 1 0 0 0 2 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1  

1 0 0 0 2 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 2 0 1 1 1 0 2 0 0 1 0 1 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 2  

0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 1 1 1 1 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 0 2 1 0 1 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 2  

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 2 0 1 1 1 2 1 0 0 0 2 0 0 1 0 1 0 0 0 2 1  

1 0 0 0 0 1 0 2 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 2 2 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 2 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0  

0 0 1 0 1 2 0 1 1 2 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 2 0 1 1 1 2 1 0 0 1 0 1 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 2 0 0  

0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 2 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 1 0 2 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 2 0 2 1 0 0 0  

1 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 1 1 1 0 0 2 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 2 0 2 1 0 0 1 1 0 2 1 0 1 0 0  

0 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 2 1 1 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 2 0  

1 0 0 0 2 0 1 2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 2 1 2 1 2 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 2 0 1 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0  
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0 0 0 0 0 1 1 0 2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 2 1 0 1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 2 0 0 0 2 2 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1  

1 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 2 1 0 1 0 1 2 1 1 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0  

1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 2 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 1 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 2 2 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0  

0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 2 0 2 0 2 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 2 0 0 0 2 0 1 0 1 0 0 1  

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 0 2 1 1 2 1 0 0 0 2 0 0 1 1 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 0  

2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 2 2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 2 1 1 0 0 2 1 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 1  

0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 2 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 1 0 1 2 0 1 0  

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 2 2 0 0 0 1 2 1 2 2 1  

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 2 2 2 1 0 1 0 1 2 0 0 1 0 0 2 2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0  

0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 2 2 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 1 0 1 1 2 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 2 2 0 0 0 0 0 2 1  

2 0 1 0 0 2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 2 1 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0  

2 0 1 0 1 0 1 1 1 2 0 0 0 2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 1 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 2 1  

0 0 1 0 1 0 2 1 1 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 1 0 0 2 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 0 2 1 0 1 0 0 1  

0 0 0 0 2 1 0 0 2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 2 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 2 1 1 0  

1 0 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 0 1 2 2 2 1 0 1 0 0 0 2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 2  

0 0 1 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 2 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2 1  

2 0 0 1 1 2 2 0 0 0 2 0 2 2 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0  

1 0 0 0 0 1 0 0 2 1 1 0 1 0 1 0 1 2 1 2 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 1 0 2 0 2 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0  

0 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 2 2 0 0 1 0 1 2 0 0 1 0 0 1 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 2 2 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 2 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 0 0 0 2 0 1 2 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 2  

0 0 0 1 1 0 2 1 1 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 1 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 1  

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 2 1 1 2 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 2 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 1 2 0 0 0 0  

0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 2 0 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 2 0 1 0 1 1 1 0 0 2 1 0 2  

0 0 0 1 1 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2 1 0 0 1 0 2 0 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 2 1 1 2 0 0 0 0  

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 2 2 0 0 2 2 2 0 0 2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0  

0 0 0 0 0 1 1 2 0 1 0 1 0 1 1 0 2 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 1 2 2 0 1 0 0 0 2 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 2 1 0 0  

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 2 0 1 0 0 2 0 2 0 0 1 1 2 1 1 1 2 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0  

1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 0 1 2 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 2 0 0 1 1 0 2 2 0 0 0 0 0 2 0 1 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 2 2 1 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 2 0 1 0 1 0 0 2 1 1 0 1 0  

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 1 2 1 2 0 0 2 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 2 0 0 0 0 0  

0 0 0 1 1 2 0 1 1 0 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 0 2 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 2 0 0 1 2 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 1  

0 0 0 0 0 1 0 2 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 1 1 0 2 1 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 2 0 1 0 1 1 1 1 2 0 0 1 1 0  

1 0 0 0 1 1 1 0 2 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 2 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 2 0 1 1 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0  

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 2 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 2 0 2 0 1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 1 0 1 1 1 2 0 0 1 0 0  

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 2 0 2 1 2 2 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 2 1 0 0 0 2  

1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 1 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 2 1 1 0  

0 0 0 0 0 1 1 0 2 0 0 1 1 1 0 2 0 1 0 0 1 2 0 0 2 1 0 1 0 0 1 1 0 2 0 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0  

2 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 2 2 0 2 0 2 1 2 1 0 0 0  

1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 2 2 0 2 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 2 0 0 2  

0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2 2 0 2 0 2 0 0 2 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 2 0 0 1 0 0 2 0 1 0 0 2 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 2 2 0 0 0 0 1 0 0 0  

0 1 1 0 0 0 2 0 0 2 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 2 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0  

2 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 2 0 2 0 0 0 2 2 0  

0 0 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 2 0 2 0 2 0 0 1 0 1 2 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 2 0 0 0 1 0 0 2 0 0  

0 0 8 8 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

 

بواسطة مصفوفة الوقوع المقمصة وحجم مدارات النقاط   
65

  , , 
2

 , 
1

   
(16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16, 

16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,8,
16,16,16,16,16,16,8,16,16,16,16,16,16,16,8,8,1,16)  

  :-نحصل عمى  (1.7.3)وبالتعويض في 





















5

5

2

961

TG

ii

xS

x

 

حصمنا عمى الحل   solveوباستخدام البرنامج 
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x = (0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0)    

17ن ا اذنتعرف عمى المدارات التي اتحادىا ي كل القوس المطموب ومن ىذا الحل  x في
الذي ىو  (96,5)نحصل عمى القوس وأخيراً ,ىو جزء من القوس  7يعني أن المدار الحل أعلاه

 اتحاد 49452924227 ,,,,,  موضحة في الجدول أدناه ونقاطو ىي :
(  2.5)جدول 

 القوس نقاط القوس

 

7 25 28 34 77 87 

244 807 497 651 779 324 

153 640 262 351 511 704 

169 110 980 267 407 217 

814 627 455 593 319 724 

613 287 125 400 410 147 

737 853 461 750 140 142 

866 860 350 134 965 986 

859 365 918 714 81 555 

271 377 435 150 718 617 

727 370 52 476 883 347 

279 251 479 917 149 515 

754 448 161 652 547 818 

151 893 379 687 399 259 

956 456 431 776 530 460 

767 260 329 163 482 158 

(96,5) 

 

ن أول ستة ع رة نقطة ت ير إلى المدار السابع ولمحصول عمى توزيع القواطع اذ ا
: ىي  yلمحصول عمى  solveاني من الحل باستخدام برنامج سنأخذ الجزء الث

y = [2 1 3 1 5 5 4 5 5 5 5 3 1 2 2 4 4 5 2 5 3 2 5 2 5 3 1 4 4 3 0 0 5 2 4 5 1  

                                 4 3 4 0 5 0 4 3 3 3 5 3 5 3 0 4 0 3 3 2 4 5 4 4 4 2 0 0] 

مع حجم مدارات الخطوط التي ىي  
(8,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16

,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,16, 

16,16,16,16,16,16,16,16,16,16,8,16,8,8,16,1)  
.  طةنق 2 بيعني أن ثمانية خطوط في المدار الأول تقطع القوس    y1 = 2  نلاحظ أن

يعني أن ستة ع ر خط في المدار الإحدى والثلاثين لايقطع   y31=0وكذلك نلاحظ أن 
وبمقارنة عدد مدارات الخطوط مع الجزء الثاني من الحل يمكننا حساب عدد  .نقطةالقوس بأية 
 :وكالآتي Tiالقواطع 

  = ( 1 , 2 ,…, 5 )=(113,80,128,208,208,256)  
 

:- PG(2,31) المحسنة في (k,r)_الأقواس (1.8.2)



 . PG(2,q)في  k,r ) )-للأقواس mr(2,q)تحسين القيم العظمى 

176 

تم الحصول عمى الحمول  solveباستخدام خوارزمية مصفوفة الوقوع وباستخدام البرنامج 
اس المحسنة الذي مكننا من الحصول عمى الأقو (1.7.3)الثنائية لمنظام الدايوفيني في المبرىنة 

سنحصل عمى نقاط  pointلمبرنامج  لاالحل مدخ ىذا سنقوم بذكر الحل الثنائي وبجعل, الآتية
. أدناه في الجدول المبينةالقوس 

 
 (68,4)_القوس

x = (0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0)  

y = (4 2 2 1 2 0 2 0 2 3 1 0 1 2 2 1 2 0 3 3 0 0 4 3 0 3 3 3 4 0 0 2 4 1 1 3 4 

2 4 2 4 4 4 3 1 3 4 4 3 4 4 4 4 3 1 1 1 1 0 4 1 3 3 4 4 3 4 4 3 4 4 0 1 2 4 0 

3 1 0 1 1 4 4 1 1 3 3 1 0 4 4 3 3 4 2 3 0 2 3 2 3 1 0 2 1 0 3 4 1 1 3 2 2 0 3 

1 3 2 1 4 2 4 0 3 2 0 4 2 0)  

: مع حجم مدارات الخطوط التي ىي 
(4,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,4,8,8,8,8,8,8,

8,8,4,8,8,8,4,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,4,8,8,4,1,8,4) 
 

( 2.6)جدول 

 القوس نقاط القوس

 

3 4 14 19 31 84 116 153 186 

420 983 887 189 950 993 404 252 571 

937 385 318 240 451 735 844 663 437 

836 386 347 891 596 696 686 788 277 

688 269 312 795 512 820 897  721 

771 193 522 521 577 484 725  608 

45 319 847 77 629 461 713  255 

305 485 334 278 191 858 680  773 

(68,4 )

 

 (128,6)_القوس

x = (0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1) 

y = (0 6 2 5 6 1 2 4 2 5 6 5 4 4 5 5 4 4 3 5 0 3 6 0 6 5 6 6 6 6 6 6 4 6 5 6 3  

 5 1 6 6 6 1 4 6 4 4 6 6 3 2 4 3 1 6 3 2 5 4 6 2 6 4 0 0) 

 
(  2.7)جدول 

 القوس نقاط القوس

4 7 28 30 54 62 164 336 

988 244 497 835 74 839 908 371 

989 153 262 40 124 337 715 743 

549 169 980 285 733 707 550 516 

181 814 455 685 103 790 508 368 

770 613 125 167 513 412 802 939 

(128,6) 
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797 737 461 889 73 315 524 562 

32 866 350 328 186 108 799 891 

177 859 918 96 388 841 485 763 

209 271 435 450 665 842 650 596 

890 727 52 308 93 967 214 381 

95 279 479 971 155 915 905 812 

644 754 161 92 194 250 507 603 

489 151 379 49 439 634 211 538 

604 956 431 631 426 145 245 557 

597 767 329 697 115 545 976 703  
 

 

:- PG(2,31) التامة في (k,r)_للأقواس tr(2,q) القيم الصغرى (1.9)
)2,(الاىتمام الكبير الذي تمقاه القيم العظمىإن  qmr للأقواس),( rk  التامة في

)2,(المستوي الاسقاطي  qPG القيم الصغرى لايتناسب مع قمة الأبحاث التي تطرقت إلى إيجاد 
),2( qtr بالقيم  وب متسمسل لمحصول عمى القيم العظمى يمر أولاً كما أن إتباع أسل,ليذه الأقواس

لمحصول  ,[2],[10],[14],[20],[21],[22],[23]ليذا أمكن الاستفادة من المراجع  الصغرى
312و5,4,3,2rعندما  القيم ىذه منيا عمى بعض  q .

)2,( جدول يوضح القيم الصغرى يأتيوفيما  qtr لبعض المضبوطة qr, .
 

31 29 27 25 23 19 17 16 13 11 9 8 7 5 4 3 2 q  

14 13 12 12 10 10 10 9 8 7 6 6 6 6 6 4 4 ),2(2 qt  

        15 14 12 11 9 9 7 7 7 ),2(3 qt  

             13 12 13  ),2(4 qt  

          26       ),2(5 qt  

 

303لقيم  2t)31,2(قيم إن الاىتمام القميل الذي تمقاه   r  قد دفع بنا إلى إيجاد ىذه
: وىذه القيم موضحة في الجدول الآتي رنامج حاسوبيب القيم وذلك من خلال

 

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 r 

33

4 

30

8 

28

0 

25
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وبذلك  .[10]وآخرون  (Davydov)من قبل العالم  من ورة 2t)31,2(قيمةأن ال عمماً 
كما ىو موضح في المبرىنة  r=3وجود بعض الأقواس التامة عندما  عدم تاستطعنا أن نثب

:  الآتية
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: مبرهنة  (1.9.1)
),(إن الأقواس rk  144 لقيمالتامة غير موجودة  k  المستوي في

. PG)31,2(الاسقاطي
: البرهان 

 

نحصل عمى   (1.1.4)من المبرىنة   14kأفرض أن : أولاً 
333                                                                                                 ….(A) 

 

: نحصل عمى (1.1.1)المبرىنة  في(4),(5)  المعادلتين  الآن باستخدام
R1+R2+R3 = 32               …….(4')  
R2+2R3 = 13                  ……..(5')  
 

يمكن تمثيميا  ('5), ('4) ينتج من ىذا أن كل الحمول غير السالبة التي تحقق المعادلتين
:- بالجدول الآتي 
R3 R2 R1 لنقطةنوع ا  

0 13 19 1α 
1 11 20 2α 
2 9 21 3α 
3 7 22 4α 
4 5 23 5α 
5 3 24 6α 
6 1 25 7α 

 

نحصل عمى   (1.1.2)وبالاستفادة من المبرىنة 
3 3  = 6α1+5α2+4α3+3α4+2α5+α6  

                                                         6(14) = (


6

1i

i 6( ≤  

3 ≤ 28                                                                                             ……(B)  
 

.  نحصل عمى تناقض (A),(B)من 
 31,2(في  (14,3)يوجد قوس تام من النمط  لا(PG .

 

134الحالات عندما : ثانياً   k  يتم البرىان بنفس الطريقة أعلاه .
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