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Abstract  
The purpose of this research combining the algorithm of 

superposition with multiple shooting and interpolation designing for 

solving Stiff linear boundary value problems in ordinary differential 

equations. The new Technique is used for solving Stiff linear problems 

with  very high efficiency.         

 
  الممخص

خوارزمية التطابق مع القذف المتعدد والاندراج المبتكرة لحل  ربطغرض البحث ىو 
الطريقة  تدماستخ .المعادلات التفاضمية الاعتيادية الصمبة في الخطية مسائل القيم الحدودية

.   الجديدة في حل المسائل الخطية الصمبة بكفااة عالية جداً 
 

: المقدمة  -1
بصورة عامة نرى بأن الطرائق العددية لحل المعادلات التفاضمية الاعتيادية يمكن أن 
تتوسع لحل نظام من المعادلات ذات الرتب العميا ولكن مجيزة بالشروط الابتدائية عند نفس 

وىذا ما يسمى بمسألة قيمة           bأو  aإما  (end point)  [a,b]لمفترة  نقطة النياية
سوف نفصل كيفية الحصول عمى الحل التقريبي لمسائل  بحثولكن في ىذا ال (IVPs)ابتدائية 

المعادلات التفاضمية بالشروط المفروضة عند نقاط  (Stiff BVPs)القيم الحدودية الصمبة 
وح في المسائل الفيزيائية حيث تعتمد الموقع أكثر من الزمن وفي ونلاحظ ذلك بوض. مختمفة
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اغمب الأحيان توصف المسألة الفيزيائية بمعادلة تفاضمية بالشروط المفروضة عند أكثر من 
 [6].نقطة ويتجسم ذلك في معادلة الجريان الحراري
قرن فأنيا ظيرت المسائل الصمبة منذ نصف  أما في ما يخص معنى المسائل الصمبة

في حوالي " G.Dahlquistحتى قال العالم  الإىمالمضى، ومضت عمييا بضع سنين من 
". أصبح كل واحد مدركاً أن العالم مميا بالمسائل الصمبة … 1960

تمفة ومنيا ذات الصلابة المخ النابضاستخدمت مسائل القيم الابتدائية عند دراسة حركة 
 [5].اشتقت المسالة اسميا

في  Gurtiss & Hirschfelder (1952)صطمح الصلابة في بحث لـ كان أول ظيور لم
العددية الملائمة  التكاملإذ قاما باقتراح أول مجموعة من صيغ . مسالة في عمم الكيمياا الحركية
[ 13. ]لمسائل القيم الابتدائية الصمبة

أصبح النظام الصمب مع عدد من التطبيقات الميمة مثل الكيمياا واليندسة  
الكيمياا الحركية وشبكة المعمومات ونظريات السيطرة ودراسة حركة النابض، وأشياا عممية وعمم 

ميمة والمساحة الناتجة من مسائل القيم الابتدائية أنظمة متعمقة بالمعادلات  
والتي تكون معروفة بأنيا ( حادثة يمكن ملاحظتيا)التفاضمية الاعتيادية التي تصور الظاىرة 

[ 11. ]متصمبة
السنوات الأخيرة ابتكرت طرائق عددية لحل المعادلة التفاضمية الصمبة وتم تطبيق   وفي

غير المعروف  قسم منيا بنجاح عمى أنواع معينة من المعادلات التفاضمية الصمبة ومع ذلك فمن
 .عموماً  حتى الآن كيفية التعامل عمى نحو فعال مع ىذه المشكلات الحسابية

 
    :مفاهيم   -2
 ىي المعادلة التي ليا حل أسي : التفاضمية الصمبة المعادلة(Exponential Solution) 

e
x إذ ، تمتمك قيما مختمفة إلى حد كبير واصغر قيمة لـ   عبارة عن عدد سالب كبير

، وىو ما يعرف بالمعادلة التفاضمية الصمبة xوىذا الحل يقترب من الصفر مع زيادة قيمة 
 [8 ،12. ](Stiff Differential Equation)( الجافة)

 

  يقال عن النظام الخطي)x(fAyy    بأنو صمب إذا كان
1. i<0 

 i=1,2,…,nلكل 
2. 1||min||max i

n,..,1i
i

n,..,1i



 

n,,1i,iو  nمصفوفة ثابتة متماثمة ذات بعد   A  إذ   ىي قيم ذاتية
(Eigenvalues)  لممصفوفةA[ .13] 
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 ة تتميز المسائل الصمب(Stiff Problems)  بحقيقة أن الحمول العددية لمحركات البطيئة
 [7. ]تشوش الحمول السريعة المجاورة

 
   :مع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية الخطي طريقة التطابق  -3

 n[9] المعادلة التفاضمية الخطية من الرتبة 

)x(fy)x(g...
dx

yd
)x(g

dx

yd
01n

1n

1nn

n






                                           …(1) 

من الشروط وليا حل عام   nالتي ليا 




 
n

1i
ii )x(yA)x(y)x(y                                                              …(2)  

 والتيتكامل جزئي نحصل عميو من حل المعادلة التفاضمية غير المتجانسة  y*(x) إذ 
ليا قيم ابتدائية صفرية وىذا يعنى 

0y,...,0y,0y,0y )1n(    

 x = aعندما 
 

 و




n

1i
ii )x(yA  

نحصل عميو بحل الجزا   yi(x)      i=1…nكل من    y*(x)لــ  ىو حل متمم
 القيم الابتدائية  إلى تنتمي والتيالمتجانس من المعادلة التفاضمية 

0y,...,0y,1y,...,0y,0y
)1n(

i
)i(

i
)1i(

iii 


  , ax   

وكذلك المعادلة ( y*(x))المعادلة التفاضمية غير المتجانسة لمحصول عمى إذ يتم حل 
باستخدام إحدى الطرائق العددية لحل مسائل القيم ( yi(x))التفاضمية المتجانسة لمحصول عمى 

 (.طريقة ادم أو غيرىا من الطرائق العددية أوطرائق رانج كوتا  أوطريقة أويمر )الابتدائية 

من المعادلات التفاضمية من    nنظام من  إلىالمعادلة وتحويميا إذ يتم تخفيض رتبة 
 .ويتم حميا عدديا باستخدام الشروط الابتدائية سابقة الذكر الأولىالرتبة 

x(y,)x(y(بعد حساب i  لممسالة الآتية  نستخدم الشروط الابتدائية  
 (3)...        ay   ,ay     bax ,    yyxfy  ,,  

n,...,3,2,1iAi      قيم لإيجاد   

 
من   nعمى (2) بالمعادلة  (3)لممسالة  إذ نحصل عند تعويض الشروط الابتدائية

طرائق حل  بإحدىإذ يتم حل المعادلات الخطية  (Ai)من المجاىيل  n المعادلات الخطية و
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وىذه تمثل  Ai لنحصل عمى قيم  ( طريقة كاوس او طريقة كاوس جوردن)لمعادلات الخطية ا
 . طريقة التطابق

مع القذف المتعدد فأن الطريقة  (Superposition) لتوضيح كيفية ربط التطابق أما
 ,(a,a1)صغيرة متماثمة في الطول  أجزاا إلى  (a , b)تكمن في تجزئة فترة التكامل 

(a1,a2),…,(an,b)  أن، حتى  L=a1-a=a2-a1=…=b-an   (. 1)كما ىو مبين في الشكل 
 

  

 
 

 يبين فيه كيفية عمل الطريقة الجديدة: (1)الشكل 
 

   (a,a1)لأجراا التكامل عمى الفترة   (3)إذ يتم استخدام الشروط الابتدائية في المعادلة 
باستخدام طريقة التطابق، إذ يتم 

. من الشروط الابتدائية  Ai      i=1…nأيجاد قيم  (1
.   (a,a1)عمى الجزا غير المتجانس لممعادلة عمى الفترة  x(y(حساب  (2
n1i)x(yiحساب  (3   عمى الجزا المتجانس لممعادلة عمى الفترة(a,a1)   .
 . (a,a1)عمى الفترة   y(x)لإيجاد قيم ( 2)استخدام المعادلة  (4
n1 استخدام قيم (5

)1n(
312111 b)a(y,...,b)a(y,b)a(y,b)a(y        

. (a1,a2)  بوضعيا شروطاً ابتدائية عمى الفترة
 

.  (an,b),…,(a1,a2) ,(a,a1)عمى جميع الفترات   5إلى  1وىكذا نعيد استخدام الخطوات من 
إذ يتم في ىذه الطريقة التخمص من تنامي الخطأ وذلك لان فترة التكامل متجزئة و  سوف يتم 

والبدا بتكامل جديد عمى الفترة الأخرى القادمة وىكذا إلى  ينموالخطأ قبل أن  في ىذه الحالة بتر
 .نياية الفترات التي تعني نياية التكامل

 
:  تطبيقات عددية  3-1

تطبيق الطريقة  إمكانسوف يتم في ىذا البند استعراض النتائج العددية لبيان 
ىذه  في، مع بيان مدى كفااة الطريقة عمى مسائل القيم الابتدائية(  Superpositionالتطابق)

 .المسائل
 
 

  a  L  a1   L   a2   L  a3  L   …                  an L   b 
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 (:1) مثـال
 [3]حــل مسألة القيمة الابتدائية 

1.0)0(y,1)0(yyx3y6y   

[  2. ]نظام من المعادلات من الرتبة الأولى بفرض إلىنحول المعادلة 

2

1

yy

yy




 

 فينتج 

1.0)0(yxy3y6y

1)0(yyy

222

121




 

x(y(نحصل عمى (1 من المعادلة التفاضمية غير المتجانسة    

0)0(yxy3y6y

0)0(yyy

222

121




 

طريقة رانج كوتا أو )الطرائق العددية لمسائل القيم الابتدائية  إحدىنحل النظام باستخدام 
( طريقة ادم

من المعادلة التفاضمية المتجانسة     y1نحصل عمى  (2

0)0(yxy3y6y

1)0(yyy

222

121




 

معادلة التفاضمية المتجانسة  من ال  y2نحصل عمى  (3

1)0(yxy3y6y

0)0(yyy

222

121




 

فنحصل عمى معادلتين خطيتين ( 2)نعوض الشروط الابتدائية لممسالة في المعادلة  (4
طريقة كاوس )إذ يتم حميما بإحدى طرائق حل المعادلة الخطية  (A1 ,A2) بمجيولين 

(. لحالة من البدايةفي ىذه ا   A1,A2يمكن حساب)   A1 , A2لنحصل عمى قيم ( مثلا




 
n

11
ii )x(yA)x(y)x(y  

  y(0)=1عندما 
1 = 0+A1+0A2 

0.1=0+0A1+A2 

A1=1 

A2=0.1 

  :كالأتيوىى   (0,1)التي تقع بين   y(x)لمحصول عمى قيم  (2)نستخدم المعادلة (5
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: (1)الجـدول 
القيم الابتدائية مع  عمى مسائل (Superposition) يبين فيه إمكان تطبيق طريقة التطابق( 1)حل المثال 

 كوتا-مقارنة الطريقة بطريقة رانج

 xقيمة طريقة التطابق كوتا -طريقة رانج

1.0000 1.0000 0.0 
1.0401 1.0401 0.1 
1.1404 1.1404 0.2 
1.3013 1.3013 0.3 
1.5231 1.5231 0.4 
1.806 1.806 0.5 

2.1501 2.1501 0.6 
2.556 2.556 0.7 

3.0234 3.0234 0.8 
3.5526 3.5526 0.9 
4.1437 4.1437 1.0 

 
لحل مسائل القيم  المبتكرة الاندراجوالتطابق مع القذف المتعدد  خوارزمية  -4

: الحدودية
ليكن لدينا مسألة قيم حدودية بالصيغة التالية    

 yyxfy  ,,     ay ,   by   bax ,          … (4) 
     

  وبتخفيض المسألة أعلاه إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى   

2

1

yy

yy




  

 ينتج لدينا
21

yy   

 
212

,, yyxfy     ay
1

,   by
1

         bax ,        … 

(5)  
في الفترة ( 5)لحل النظام  ba,  نحتاج إلى قيمة ay

2
لمحصول عمى .المجيولة  

 : القيمة الحدودية المجيولة نتبع الخطوات التالية 
 بفرض قيمة تخمينية :الخطوة الأولى

0
s لـ ay

2
باستخدام طريقة التطابق ( 5)وحل النظام   

مع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة    hh ,0  
في الفترة  ba,  نحصل عمى  

01
mby  
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بفرض قيمة تخمينية أخرى  مختمفة  :الخطوة الثانية
1

s  لـ ay
2

باستخدام ( 5)وحل النظام  
طريقة التطابق مع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات 

خطوة    hh ,0 في الفترة ba,  نحصل عمى    
11

mby   
 : ا إلى وىكذ

بفرض قيمة تخمينية أخرى مختمفة  :  nالخطوة
n

s  لـ ay
2

باستخدام طريقة ( 5)وحل النظام  
التطابق مع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة  

  hh ,0  في الفترة ba,  نحصل عمى 
n

mby 
1

[2]. 
 

 :ىكذا نحصل عمى جدول البيانات الأتيو
 

 القيم التخمينية والحمول المقابمة لها  :(2)جدول 

n
s ……… 

2
s 

1
s 0

s  ays
i 2
 

n
m ……… 2

m 
1

m 
0

m  bymi 1 
 

جراا الاندراج باستخدام إحدى الصيغ   ،نيوتن النسبية)وعند عكس الجدول أعلاه وا 
يمكن إيجاد قيمة ( الخ،.....،لاكرانج  ،المحدد ay

2
التي تتوافق تبعا لـ   by

1
[10] .

 
: تطبيقات عددية  4-1

سوف يتم في ىذا الفقرة استعراض النتائج العددية لبيان إمكان تطبيق الخوارزمية عمى 
 .مسائل القيم الحدودية الصمبة، مع بيان مدى كفااة الطريقة في ىذه المسائل

 
: (2)مثال 

yyyلة القيمة الحدودية حل مسأ        ذات الشروط الحدودية  10011000
    367879411.01,20  yy  الحل المضبوط )؟  xx eexy 1000  )

 :الحل
إذ     λh < 2.8 كوتا ىي-إن فترة الاستقرارية ليذا المثال عند استخدام طريقة رانج

λ=1000  [ 4,13. ]ىذه المسالة في
 إلىأما في ىذه الطريقة فقد تم التوصل   h < 0.0028تكون  أنيجب  h ة إذا قيم

.   h=0.025نتائج جيدة عندما تكون قيمة 
 

الأولى  نظام من المعادلات من الرتبة  إلىالمسألة  ضخفيوبت
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2

1

yy

yy



 

ينتج لدينا  

212

21

10011000 yyy

yy



  
 

                               التالية التخمينية نفرض القيم لحل المسألة بالخوارزمية المبتكرة
لـ   0,500,750,1000,1250,1500,175002 y  ونحل النظام باستخدام طريقة التطابق

نحصل  025.0hمع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 
: عمى الجدول الأتي

 

( 2)والحمول المقابمة لها لممثال  ةالتخميني القيم: (3)جدول 
 

 

 (Spline) [1]الشريحة باستخدام صيغة  الاندراجوبعكس الجدول أعلاه وعند إجراا 
وتعويض   367879441.011 y  يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا 

  999998125.100002 y   بينما الحل المضبوط ىو  100102 y   مقدار الخطأ  إنأي
610875.1ىو  x .

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 11ymi   02ysi  
0.092061922 
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 (3)مثال 
yyyالحدودية حل مسألة القيمة    ذات الشروط الحدودية  2120

    135335283.02,20  yy الحل المضبوط )  ؟  xx eexy 20  )
: الحل
 المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى  ضبتخفي

2

1

yy

yy



 

ينتج لدينا  

212

21

2120 yyy

yy



  
 

التالية                                التخمينية الخوارزمية المبتكرة نفرض القيملحل المسألة ب
لـ   30,20,10,0,10,20,3002 y  ونحل النظام باستخدام طريقة التطابق مع القذف المتعدد

: ي نحصل عمى الجدول الأت 05.0hلحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 
 

( 3)والحمول المقابمة لها لممثال  ةالقيم التخميني: (4)جدول 
 

 
 (Spline) [1]الشريحة باستخدام صيغة  ندراجالاوبعكس الجدول أعلاه وعند إجراا 

وتعويض   135335283.021 y  يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا 
  999999903.2002 y  بينما الحل المضبوط ىو  2102 y  مقدار الخطأ ىو  أنأي

8107.9 x  .
 
 
 
 

 

 21ymi   02ysi  
0.0712290964 

0.142458192 

0.213687289 

0.284916385 

0.356145482 

0.427374578 

0.498603675 

-30 

-20 

-10 

00 

10 

20 

30 

"*"  المضبوط

 ""- التقريبي



 ...من الرتبة الثانية الصمبة  الخطية مسائل القيم الحدوديةالعددي التقريبي لبعض  لحلإيجاد ا

150 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( 3)ارنة الحل العددي بالمضبوط لممثال مق: (3)الشكل 
 

 (4)مثال 
  حل مسألة القيمة الحدودية 



 yy
y




ذات الشروط الحدودية   1

    

 )1(2

2 11,11



  eyey  001.0عندماالحل المضبوط ) ؟
 

  


 x

x eexy



 

11

1 )
: الحل
 ن الرتبة الأولى المسألة إلى نظام من المعادلات م ضبتخفي

2

1

yy

yy



 

ينتج لدينا  

 


 21

2

21

1 yy
y

yy






  

                               التالية التخمينية لحل المسألة بالخوارزمية المبتكرة نفرض القيم
لـ   250,500,750,1000,1250,1500,175012 y  ونحل النظام باستخدام طريقة

 05.0hئل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة التطابق مع القذف المتعدد لحل مسا
: نحصل عمى الجدول الأتي

 
( 4)والحمول المقابمة لها لممثال  ةالقيم التخميني: (5)جدول 
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 (Spline) وبعكس الجدول أعلاه وعند إجراا الاندراج باستخدام صيغة الشريحة 

وتعويض   111 y  يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا   864664650.100012 y 
ىو بينما الحل المضبوط   864664716.100012 y  8106.6أي أن مقدار الخطأ ىو x  .

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( 4)مقارنة الحل العددي بالمضبوط لممثال : (4)الشكل 
 
 
 

 (5)مثال 
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حل مسألة القيمة الحدودية 


1


y
y  ذات الشروط الحدودية    02,00  yy  عندما

001.0 الحل المضبوط )؟ 
 

 
x

e

e
xy

x
















2

1

1
2 )

: الحل
 المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى  ضبتخفي

2

1

yy

yy



 

ينتج لدينا  



12

2

21



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y
y

yy

  

                 التالية               التخمينية لحل المسألة بالخوارزمية المبتكرة نفرض القيم
لـ   4000,3500,3000,2500,2000,1500,1000,500,022 y  ونحل النظام باستخدام طريقة

 05.0hالتطابق مع القذف المتعدد لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 
: نحصل عمى الجدول الأتي

 
( 5)والحمول المقابمة لها لممثال  ةالقيم التخميني: (6)جدول 

 

 
 (Spline)يغة الشريحة وبعكس الجدول أعلاه وعند إجراا الاندراج باستخدام ص

وتعويض   021 y  يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا   999999997.199802 y  بينما
الحل المضبوط ىو   199902 y  9100.3أي أن مقدار الخطأ ىو x  .
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( 5)وط لممثال مقارنة الحل العددي بالمضب: (5)الشكل 
 

:  الاستنتاجات  -5
إن أىم ما تناولو البحث ىو مسائل القيم الحدودية الصمبة الخطية في المعادلات 
التفاضمية الاعتيادية من الرتبة الثانية التي تعد من الأمور الميمة في الرياضيات والفيزياا 

.  معادلات التفاضميةوشبكة المعمومات وغيرىا مما يدخل فيو ىذا النوع من ال اوالكيميا
إذ تم استخدام طريقة التطابق مع القذف المتعدد وذلك بفرض قيم تخمينية لمشرط  

وذلك بتجزئة فترة التكامل العددي  الابتدائي المجيول في مسألة القيمة الحدودية الصمبة الخطية
بخطوات وحصمنا عمى نتائج جيدة واستخدم الاندراج لمحصول عمى الشرط  ،إلى فترات صغيرة
. اعتيادية نوعاً ما hاقل عندما قيمة 

 
:  البحوث المقترحة  -6
. استخدام الخوارزمية كطريقة متوازية .1
 . دراسة إمكان تطبيق الخوارزمية في المسائل الحدودية الصمبة من الرتبة الثالثة فأكثر .2
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