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  الملخص
- لنظام مـن المعـادلات التكامليــة        وتقاربه يتضمن هذا البحث دراسة وجود الحل     

وذلـك   شروط حدوديـة    ذات تأخر المتغير المستقل مع     الأولىمن الرتبة   التفاضلية اللاخطية   

لدراسة الحلول الدورية للمعادلات التفاضلية الاعتياديـة        العددية   –الطريقة التحليلية    باستخدام

 .  Samoilenko ـلاللاخطية 

  
  

ABSTRACT 
In this paper we study the existence and approximation of the 

solutions for some systems of nonlinear integro-differential equations 
with having retarded arguments and boundary conditions. The numerical–
analytic method has been used to study the periodic solutions of ordinary 
differential equations which were introduced by A. M. Samoilenko. 
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  المقدمة
ورية المستقلة وغير المستقلة للمعادلات      الد للأنظمة كُرس عدد كبير من الدراسات       لقد

 نحو علىتلك الدراسات و  تناولت  والتفاضلية الخطية واللاخطية    - والتكاملية التكاملية والتفاضلية 

النوعيـة   نظرية الحلول الدورية والطرائق الحديثـة فـي دراسـتها            بشأنشامل مسائل عامة    

يات لبنائها التقريبي وعلى الرغم من       عن مختلف الخوارزم   للمعادلات التكاملية الدورية فضلاً   

، إذ يمكن أن يوضح من       اللاخطية كان ثابتاً   للأنظمةذلك فإن الاهتمام بنظرية الحلول الدورية       

 اللاخطيـة   الأنظمةخلال التطبيقات العملية لهذه النظرية من ناحية ومن خلال التوجيه لتوسيع            

  .أخرىمن ناحية 

العددية لدراسة الحلـول الدوريـة   - التحليليةالطريقة  Samoilenko [5]افترض  لقد

متتابعات منتظمـة   ،  للمعادلات التفاضلية الاعتيادية وبنائها الخوارزمي وتضمنت تلك الطرائق       

 واسـع   علـى نحـو   الدراسة هو استخدام الحلول الدورية و     ن تلك   عنتج   ن ما إللدوال الدورية   

  . [3,4]كما في الدراساتونولوجيا المعالجات الحديثة في الصناعة والتكالنطاق في مختلف 

    : أدناه فيالتفاضلية اللاخطية من الشكل-ندرس في هذا البحث نظام المعادلات التكامليـة

∫
+

−−=
Tt

t

dssxsxsgtxtxtf
dt

tdx )))(),(,(),(),(,()( ττ                       ……… (1)                                     

0det.)()0( 1111 ≠=+ BdTxBxA                                           ……… (2)        

nRDx إن إذ  ⊂∈  ،D  نين المتجهتيد الدالتقيمجال مغلق وم  
  

f(t,x,y,z)=(f1 (t,x,y,z), f2 (t,x,y,z)………., fn (t,x,y,z)) 
g(t,x,y) = (g1 (t,x,y), g2 (t,x,y)……..…, gn (t,x,y)) 

 ن في المجاليمعرفتوال 
)(3(t,x,y,z)     R1 ×D×D1×D2=(-∞,∞) ×D×D1×D2                            ……….  

 ذإ  ،Rm الفراغ الاقليدي منمجالان محددان جزئيا   D1  ،D2 إنذ  إ t,x,y,zمستمرتين في و

)(,)( إن 1111 ijij AABB nRd و (n×n) السعة  مصفوفتان موجبتان من== ∈1  .   

  :الآتية المتباينات تحقق g(t,x,y) , f (t,x,y,z) من الدالتين لاً كنأرض تنف
……… (4) ║ f (t,x,y,z)  ║ ≤ M ,  ║ g(t,x,y)  ║ ≤  M1                                                         

║f (t,x1,y1,z1) - f (t,x2,y2,z2)  ║ ≤  K1 ║ x1- x2║+K2 ║ y1- y2║+ K3 ║ z1- z2║ 
……… (5)   

)6║g(t,x1,y1) - g(t,x2,y2) ║ ≤  L1 ║ x1- x2║+ L2  ║ y1- y2║                ……..( 
  

ــل   ,,,,,,,,,, τ<0لكـــــ 1
21121221 RtDxxxDyyyDzzz ∈∈∈∈   

M ,M1  ، 123   إذ أن ,, KKK 12 و , LL  ثوابت موجبة.  

∈



    آن صباح اسحقرعد نوري بطرس   و        
 

  192

   : [ 5 ] 1تعريف  

 مع الشروط الحدودية    (1)التفاضلية اللاخطية     -يطلق على نظام المعادلات التكاملية    

  في المجـال     T  ذات دور يساوي        tإذ إن الطرف الأيمن معرف ومستمر ودوري في            (2)

  :  إذا كانت-T  بالنظام (3)

   غير خالية أي إن تامجموع  βD ، β1D    كل من-1
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t
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  القيمــة الآتيــة عن ذلك نفترض أن فضلاًو  -2
2
TW=[(K1+ K2) +K3T(L1+L2)]    

   أي أن،حدالولا تتعدى ا

< 1                                             ……….(8) 
2
TW=[(K1+ K2) +K3T(L1+L2)]   

  

   :[ 5 ]  2تعريف 

),(  في النقطة µ إن قيمة الوسيط oxt نظامللحل ال التي يكون عندها  

µττ −−−= ∫
+Tt

t

dssxsxsgtxtxtf
dt

tdx )))(),(,(),(),(,()(             ………(9) 

),(  خلال النقطـة   (1)للنظام    ∆-  يسمى بالثابت   T  ذات دور يساوي        t في     اًدوري  oxt     

  .إذا كان الوسيط وحيداً في تلك النقطة
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 (2) مع الشروط الحدودية (1)الحل التقريبي للنظام : البند الأول

   :1 مأخوذة  
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 مـستمر   Lf(t)ن المؤثر     إ  ف  [T,0]مستمرة على الفترة       كانت   إذا f(t) الدالة   أنمن الواضح   

  . كذلك على الفترة نفسها

  
   :1مبرهنة 

  (6)  و  (5)  ، (4)  يحقق المتباينـات   2)(الحدودية  مع الشروط    (1)إذا كان النظام    
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)
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1Rt لكل  ∈   ، βDx ∈0  .      

  -:البرهان 

),(…… ,  نفتـرض أن متتابعـات الـدوال    oxtxm,…..,),(2 oxtx,),(1 oxtx  

  . 3)( معرفة ومستمرة في المجال  10)(كررة المعرفة في العلاقة المت

 نجد أن  m=1 عندما (10) ومن (1)طة المأخوذة اإذاً بوس

)
2

())((),( 111 ββα +≤+≤−
TMtMxxtx oo

                              ……… (15) 

Dxtx  نستنتج أن  ∈),(1 oعندما   βDx ∈o  ،],0[ Tt ∈.   

 .m≤1 لكل لآتيةابواسطة الاستقراء الرياضي يمكن أن نؤكد صحة المتباينة إذاً   

)
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                               ……… (16) 
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Dxtxm  هذا يعني أن ∈),( o , 1),( Dxtxm ∈− oτ    لكلβD∈ox   على ذلك نجد بناء

  :أن
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),(الدوال oxtxm        مستمرة في المجال نفسه ومن ثم),(),( oo
o xtxxtx  فضلا عن ذلـك     =
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),(وأخيراً نبرهن على وحدانية الحل  oxtx    1)(الذي حصلنا عليـه للنظـام .                

ˆ),(لنفترض وجود حل آخر      oxtx   أنفـسها  2)(  يحقـق الـشروط الحدوديـة         1)( للنظام،        

  -: في هذه الحالة يكون لدينا ،معرف ومستمر في المجال نفسه
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  )2( مع الشروط الحدودية )1(وجود الحل للنظام  : نيالبند الثا

وجـود صـفرية الدالـة      ب وحيد   على نحو  مرتبطة و  1)(إن مسالة وجود الحل للنظام      
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βDx و     m<  0  تتحقق لأجل ∈o.  

  :البرهان

  يكون لدينا  33)(و  32)( طة ابوس

+−≤− ∫ ),(),([1),0(∆),0(∆
0

1 oo
o

oo xtxxtxK
T

xx m
T

m 

                   +−−−+ ),τ(),τ(2 oo
o xtxxtxK m 
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                   +−+ ∫
+

),(),(( 13 oo
o xsxxsxLK m

Tt

t
     

                                           dtdsxsxxsxL m ])),(),(2 oo
o ττ −−−+  

                                                                                                   ………(35)  

  نجد أن 14)(طة المتباينة ابوس

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−≤∆−∆ −+

T
MWWxx m

m
111 2)1(),0(),0( β

oo     

βDxلكل  ∈o. 

  

  .m ≥ 0محققة لأجل  34)(بعين الاعتبار أن المتباينة اخذين  الآن نقدم المبرهنة الآتية

  

  :  3مبرهنة  

، [a,b] معرفة علـى الفتـرة   )1( في النظام  g(t,x,y)  و f(t,x,y,z)         لتكن كل من 

   :                  تحقق المتباينين الآتيتين33)(ونفترض إن متتابعة الدوال 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−≤≤+
≥∆
−≤≤+
−≤∆

hbxha
x

hbxha
x

mm

mm

o

o

o

o

σ

σ

),0(max

),0(min

                                                               ………(36) 

)1()2(إذ إن    m≥0  لكـل  111

T
MWW m

m
βσ +−= −+ ، 1β2

+=
MTh ،  عندئـذ 

),( حل 1)(يوجد للنظام  oxtxx ],[  إذ إنoxلأجل النقطة   = hbhax −+∈o   

  :البرهان

,21لتكن  xx  نقطتين في الفترة أية ],[ hbha     إذ إن          +−
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−≤≤+
∆=∆
−≤≤+
∆=∆

hbxha
xx

hbxha
xx

mm

mm

o

o

o

o

),0(max),0(

),0(min),0(

2

1

                                                  ………(37)  

  يكون لدينا  36)(، 34)(طة ا    بوس
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⎟⎟
⎠

⎞
≥∆−∆+∆=∆
≤∆−∆+∆=∆

0)],0(),0([),0(),0(
,0)],0(),0([),0(),0(

2222

1111

xxxx
xxxx

mm

mm                  ………(38) 

  

)0,( من استمرارية الدالة   ومن ثم  ox∆  فإنه توجد نقطة منعزلـة       )38( والمتباينتين  

o منفردة
o xx ],[وإن   = 21 xxx ∈o  0,(0 إذ إن( =∆ ox  1(يعني أن للنظـام   هذاو (

),(حلاً  oxtxx ],[لأجل    = hbhax −+∈o .  
  

   :  1ملاحظة

1RRnمع البرهان عندما 3    منطوق المبرهنة صيغ       كميـة    ox   عندما تكـون أي =

 .غير متجهة

  

   :  4ةمبرهن

  لتكن
nRD →∆ β:  

,),(),,(,()(1),0(
0

1
1

1
1

11⎢
⎣

⎡
−+−+=∆ ∫−−

T

xtxxtxtfdBxEBA
T

x oooo τ   

⎥
⎦

⎤
−∫

+

dtdsxsxxsxsg
Tt

t

))),(),,(,( oo τ                          

………(39) 
),(إذ إن الدالة     o

o xtx   ،    ـ    عندئـذ تكـون المتباينتـان      و )10( دوالنهاية متتابعـة ال

                                                              : متحققتينالآتيتان

)(),0( 1

T
Mx

β
+≤∆ o                                                                ………(40) 

21
2

1
2

21 1)1(2),0(),0( oooo xx
T

WWxx −⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+≤∆−∆ − ββ    ………(41)  

βDxxx لأجل النقاط  ∈21,, ooo  1 إذ أن
112

1 −+= BAE
T

β.   

  :البرهان

),(   من صفات الدالة o
o xtx0,( الدالة تكون   1طة المبرهنةا المثبتة بوس(∆∆ ox= 

][  مستمرة ومقيدة بالثابت الموجب 1
T

M β
βDx لكل  + ∈o .المتباينـة   تتحقق )39(طة ابوس

 :الآتية
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),(),(2),0(),0( 2121
2

21
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o
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oooo xtxxtx

T
Wxxxx −+−≤∆−∆ β       ………(42) 

  

),,(),(لتين إذ إن الدا 12
o

o
o

o xtxxtxهما حل للمعادلة التكاملية الآتية  : 

−−−+= ∫∫
+

dsdtxtxxtxtgxsxxsxsfxxtx kk
Ts

s

t
kkkk ))),(),,(,(),,(),,(,(),(

0
oooooo ττ

 
[ )43.........(.2,1,])(
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1
111

1
1

0

=+−+

+−−−

−−

+

∫∫

kxEBAdB
T
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dsdtxtxxtxtgxsxxsxsf
T
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             نجد أن)43(من 
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2
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1
0311

2
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1
02

2
0

1
0

21 xsxxsxTTKLKxxTxxxtxxtx oo
o

o
o

o β

),(),(
2

)( 2
0

1
0322 xsxxsxTTKLK ττ −−−++ oo  

  

),(من دورية  o
o xtx  و ),τ( o

o xtx    نجد أن −
21

2
121 )]1()1[(),(),( ooo

o
o

o xxTWxtxxtx −+−≤− − β                 ………(44)                    

 .41)(نحصل على  42)(في  44)(بتعويض المتباينة 

  

  :2 ملاحظة  

فـي  عندما يحـدث تغييـر طفيـف    ف 1)(استقرارية الحل للنظام  4  تؤكد المبرهنة 

∆∆)0,(الدالة في  تغيير طفيف   يقابلهoxطةالنق ox= [4] .لأجل الملاحظة راجع و 
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