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Abstract 

     Recently boundary value problems for differential equations of non-integral order have studied in many 

papers . Zaho etal  studied the following boundary value problem  of fractional differential equations. 

  

 

Where D  denotes the Rimann-Liouville fractional derivative equation of order     32,      . By 

using the lower and upper solution method and fixed point theorem. Liang and Zhang  studied the non-

linear fractional differential boundary value problem       
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Where 43    is a real  number .  
+0

D  is the Rimann-Liouville fractional differential operator of order  

 . By means of  fixed point theorems , they obtained results on the existence of positive solutions for 

boundary value problem of fractional differential equations. 

In this paper , we deal with some existence of positive solution of the following non-linear fractional 

differential equation.  
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Where  ,54   is a real number. 

+0

D   denotes  Rimann-Liouville fractional derivative of order  

   . 

Our work based on Banach contraction mapping and Krasnoel'skii  fixed point theorems to investigate the 

existence of positive solution.  

Keywords: Positive solution, Fractional derivatives, Boundary value problem, fixed point theorem. 
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 وجود الحلول الموجبة لمسائل القيم الحدودية لمعادلة تفاضلية لاخطية من الرتب الكسرية 

 2رنوال عزيز عبد القادو  *1نورا ليث حسين

 جامعة الموصل , جامعة الموصل, كلية التربية للعلوم الصرفة, قسم الرياضيات
 

 الملخص

 لمعادلات تفاضلية من الرتب الكسرية.  وديةتم مؤخرا دراسة الحلول الموجبة لمسائل القيم الحد 

 بدراسة مسائل القيم الحدودية للمعادلة التفاضلية الكسرية التالية     Zaho etalلقد قام الباحث 

 

 

( و  3,2[تمثل عدد حقيقي يقع ضمن الفترة  علما ان  
+0

D  ليوفيل وذلك بالاعتماد على طريقة الحل   -يمثل الاشتقاق الكسري ل ريمان
 الادنى والحل الاعلى ومبرهنة النقطة الثابتة وحصل على نتائج وجود الحل للمعادلة اعلاه . 

 مسائل القيم الحدودية للمعادلة اللاخطية التالية  Zhang و  Liang  انكما درس الباحث
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43حيث      و
+0

D  ليوفيل واعتمد الباحث على بعض مبرهنات النقطة الثابتة للحصول على    -تمثل الاشتقاق الكسري ل ريمان
 نتائج وجود الحلول الموجبة.

 اما عملنا هذا فتضمن وجود الحل الموجب للمعادلة اللاخطية من الرتب الكسرية التالية 
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ان    54علما     و  و الفترة  ضمن  حقيقي  عدد  تمثل 
+0

D  ريمان ل  الكسري  الاشتقاق  الرتبة    -هو  من  و    ليوفيل 
],0[ TJt =    والدالة اللاخطيةg    معرفة بXXTg →],0[:      اخ ومبرهنة  ندراستنا على مبرهنة الانكماش لباواعتمدنا في

Krasnoel'skii   . للنقطة الثابتة للحصول على وجود الحل 

 الحل الموجب, الاشتقاق الكسري, مسائل القيم الحدودية, مبرهنة النقطة الثابتة.   الكلمات المفتاحية :

 

 المقدمة  .1

الكسرية ذات اهمية كبيرة عند الكثير من علماء الرياضيات اذ كان لها الدور الكبير في تحديث    ذات الرتب   تعد المعادلات التفاضلية      
التفاضل الكسري والتكامل الكسري  الفيزياء   مبرهنة حساب  العلوم والهندسة مثل الكيمياء,  بالاضافة الى تطبيقات الانكماش في كثير من 

، كما ان معظم الدراسات في حساب التفاضل والتكامل تم اعتمادها لامكانية حل المعادلة   [1,2,3]  والهندسة الميكانيكية والكثير من العلوم
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نشرت بعض الدراسات التي تناولت تعدد وجود الحلول الموجبة لمعادلة تفاضلية كسرية  الكسرية اللاخطية , وفي السنوات القليلة الماضية  
تعدد   [6]وجماعته    Yang and Chen    [4]   ،  Kilbasلاخطية بالعتماد على بعض الشروط الحدودية باستعمال التحليل اللاخطي. نشر  

 ية لمعادلات لاخطية كسرية. ودوجود  الحلول الموجبة لمسائل القيم الحد

 في عملنا هذا درسنا المعادلة التالية 

    (1.1                  )   54,0,0))(,()(
0

=++  TtthtgthD 

(1.2)                       
 

حيث ان  
+0

D  هو الاشتقاق الكسري القياسي لLiouville-Riemann    0,[و[ TJt =  والدالة اللاخطيةg   معرفة ب

XXTg →],0[:  حيثX  هو فضاء باناخ Banach  مزود بمعيار  . . 

])0,,[(وليكن   XTCC  فضاء باناخ لكل الدوال المستمرة .  =

لمعادلة ذات اشتقاق كسري في فضاء باناخ باستعمال نظرية باناخ ونظرية  ( 1.2)-(1.1ودية  )درسنا ايجاد الحل  لمسالة القيم الحد
Krasnoel'skii  . 

 تعاريف .2
 البند يتضمن بعض التعاريف والمأخوذات والنظريات التي نحتاجها في دراستنا . هذا 

     [6]  2.1تعريف 
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    [6]  2.2تعريف 

],[المعرفة على   gللدالة   Liouville-Riemannالاشتقاق الكسري ل    ba    


−−−

−
=+

t

n

n

n

dgt
dt

d

n
tgD

0

1

0
)()(

)(

1
)( 




 

][,][1حيث   +=  n  يمثل الجزء الصحيح ل. 

  [7]  2.1مأخوذة  
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  [7]  2.2مأخوذة  

nqفان  0qلتكن      
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لبعض   1
Rbniqn i =+= ,,...,2,1,1][ 

  [8](     Krasnoel'skii fixed point theorem) 2.1  مبرهنة

. ليكن   Xمحدبة ومجموعة جزئية غير خالية في فضاء باناخ –مقيدة ومغلقة  Mلتكن   مؤثريين بحيث   ,

1- Myx + لكلMyx ,, 

2- مدمج ومستمر , 

3- تطبيق انكماشي  . 

zzzبحيث ان  Mz فيوجد عدد +=. 

])0,,[(وليكن  .  فضاء باناخ مع النظيم Xليكن  XTCC   مع المعيار Xالى   J لكل الدوال المستمرة منفضاء باناخ  =

 Jttyh = :)(sup. 

   2.3    مأخوذة

:,54  لتكن    → XXJg 0,[،  دالة مستمرة[ TJ تكافئ المعادلة   (1.2)- (1.1) يةودمسالة القيم الحد فان=
 التكاملية  

  (2.1 ) 

 البرهان 

   التالي بالصيغة بشكل معادلة تكاملية  (1.2)- (1.1)يمكن كتابة  2.2 ) ( الماخوذة بالاعتماد على   
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 هو    ( 1.2)- (1.1)ية ودوعليه فان الحل الوحيد لمسألة القيم الحد
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 وبذلك ينتهي البرهان .

 المبرهنات الاساسية للبحث  – 3

 لاثبات وجود ووحدانية الحل بداية تعتمد دراستنا على مبرهنة باناخ للنقطة الثابتة 

 نفرض ان   3.1: مبرهنة   

 1)i( الدالةXXJh →:وليكن  دالة مستمرةK  2121  ثابت يحقق الشرط التالي ),(),( zzKzthzth −−    لكل

JtXzz  ,,    اذا 21

   (3.1)                                                                    1
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 . J( لها حل وحيد على 1.2) –( 1.1)فان مسالة القيم الحدودية 

 على النحو التالي    £:→CC: نعرف المؤثر   البرهان
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 . (1.2) –( 1.1) هي الحل للمسألة £ من الواضح ان النقطة الثابتة للتطبيق 
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   هو تطبيق انكماشي وحسب مبرهنة باناخ للنقطة الثابتة£  وباتباع مبدأ الانكماش الاساسي ,  نستنتج ان  (3.1)المعادلة  فبموجب
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(Banach contraction principle theorem. Let T be a contraction mapping of a complete metrek space S into 

[9]such that Tu=u )  Suit self . then there is a uniqie point  

 .  (1.2) –( 1.1) تمثل حلا لمسألة القيم الحدودية  Lيوجد نقطة وحيدة للتطبيق  

   3.2 مبرهنة

   ننفرض ا

2)i(  الدالةXXJg →:, مستمرة 

3)i( 0  يوجد ثابتMبحيث ان  Mztg ),( لكل  Jt   وكلXz 

 .  Jتمتلك على الاقل حل واحد على  1.2) - (1.1)فان مسالة القيم الاحدودية 

 البرهان: 

 تمتلك نقطة ثابتة على المجموعة ومن السهولة اثبات ان  £   = hXJChBh  h £)(نحصل على   ),(:

 وعليه    (1.1)- (1.2)عدد ثابت, وهذه النقطة هي الحل للمسألة  0  حيث
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)£(  لذا B   .مقيد 

   3.3 مبرهنة

1   متحققة وان 3i-1iلتكن الفرضيات       
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   لتكن  = hXJChB  كالتالي   ,21  نعرف المؤثريين ),(:
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 وعليه فان Byx + 21 
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 . x1 مستمرة فان x(t) هو تطبيق انكماشي ، وبما ان 2من هنا نستنتج ان  
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 .Bمقيدة بانتظام على   1 وبالتالي فأن
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1)(  الان سنبرهن ان txمتساوية الاستمرارية . 
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