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Abstract 

Rodriguez conjecture ensures the automatic continuity of a dense 
range homomorphism from a complete normed nonassociative algebra into 
another one with zero strong radical. Rodriguez conjecture still unsolved. 
But there is an affirmative answer of Rodriguez conjecture presented by 
Rodriguez himself in [7] for particular type of nonassociative algebras called 
power-associative algebra. Also the authors in [11] gived an approximate 
solution of Rodriguez conjecture by putting a condition on multiplication 
algebra of a domain of such homomorphism. In this work, we give another 
partial solution of Rodriguez conjecture as follows: 

If A and B are complete normed nonassociative algebras and if φ is a 
dense range homomorphism from A into B such that B simple with identity 
and multiplication algebra of B is also simple. Then φ is continuous.  

  

  ةـلاصـالخ
ن جبر سوي حدس رودريكث يؤكد على الاستمرارية التلقائية لتشاكل ذا مستقر كثيف م

.  لحد الان لم يعطى حل كامل لحدس رودريكث.شبه بسيطكامل ليس تجميعياً الى اخر قوي 

لنوع خاص من الجبريات ] 7[قدمه رودريكث نفسه في حل ايجابي لحدس رودريكث ولكن يوجد 

حل تقريبي تم اعطاء ] 11[ كذلك في  تسمى بالجبريات ذات قوى تجميعية،غير التجميعية التي

ا قمنا ذوفي عملنا ه. بوضع شرط على جبر المضروبات لجبر منطلق التشاكلرودريكث لحدس 

  : آخر لحدس رودريكث وكالآتيجزئي حل بإعطاء
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 تشاكل ذا مستقر كثيف φ جبريات سوية كاملة ليست تجميعية واذا كان B و A كانت إذا

 .بسيطة B (M(B)) بسيطة ذات عنصر محايد وجبر المضروبات لـ B بحيث ان B الى Aمن 

  . مستمرةφعندئذ 
 

  :مقدمة وتمهيد   -1
ي ينص على ان ذحدسه ال] 7.1 ، حدس 7[ من خلال بحثه 1991قدم رودريكث في عام 

يكون مستمراً بشرط ان يكون ) ليست بالضرورة تجميعية(كاملة السوية ال ورجبالالتشاكل بين 

مثاليات العظمى الموديولية للمستقر صفراً المستقر للتشاكل كثيفاً وله الخاصية بان يكون تقاطع ال

والذي لم يحل الى حد الان، ولكن يوجد حل لحدس ) شبه بسيطاي ان المستقر يكون قوي (

رودريكث لنوع خاص من الجبريات غير التجميعية والتي تدعى بجبريات ذات قوى تجميعية 

   ].7.3 ، مبرهنة 7[انظر المصدر 

 . تم ايجاد حلاً تقريبياً لحدس رودريكث]2-1وودريكث  ، الحل التقريبي لحدس ر11[في 

 بشرط يختلف تماماً عن الذي  آخر لحدس رودريكثجزئيحل  بإعطاءونحن في هذا البحث قمنا 

وهو كون المستقر يكون بسيطاً ذا عنصر محايد بحيث ان جبر المضروبات ] 11[استخدمناه في 

 لحدس رودريكث تعتمد على الجزئيها في حلنا الطريقة التي استخدمنا. له يكون ايضاً بسيطاً

، وكذلك على العلاقة بين فضاء الانفصال للجبر وجبر ])6[، ]1[انظر (مبرهنة ريكارت 

 نذكر القارئ بالمصطلحات والتعاريف والمبرهنات الضرورية البرهان ولأجلالمضروبات له 

  .لمزيد من التفاصيل] 10[، ]9[، ]8[، ]4[، ]2[، ]1[ويمكن الرجوع الى المصادر . التالية
  

  

  ]10[تعريف   1-1
عندئذ يعرف فضاء .  تطبيقاً خطياT : X → Yً كان وإذا فضاءات سوية، X , Yلتكن 

   :كالآتي S(T)ويرمز له بالرمز ) T) The Separating Space of Tالانفصال لـ 
S(T) = {y ∈ Y : ∃ {xn} ⊆ X , {xn} → 0 and {T(xn)} → y  ,  (n ∈ N)} 

  .  اذا وفقط اذا كان التطبيق مستمراً S(T) = {0}وحسب مبرهنة البيان المغلق يكون 
  

  ]2[قضية   2-1
 تطبيقاً خطياً، عندئذ فضاء الانفصال T : X → Yاذا كان .  فضاءات سويةY و Xلتكن 

  .Y يكون فضاءً جزئياً مغلقاً لـ Tلـ 
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  ]2[قضية   3-1
.  تشاكل ذا مستقر كثيفφ : A → Bا كان اذ). نكاملا (ان سويان جبرBو  A نكيل

  .B مثالية مغلقة لـ ن تكوS(φ)عندئذ 

 جبـراً   Aيضاً لعرض المبرهنة القادمة نحتاج توضيح بعض المصطلحات وهو اذا كان            أ

نعـرف جبـر     . A الـى    A بالجبر التجميعي لجميع المؤثرات الخطيـة مـن          A(L(نرمز لـ   

 ـ لد بـالمؤثرات    موL(A) الجبر الجزئي من     ى انه  عل M(A) ونرمز له بالرمز     Aالمضروبات ل

  :الخطية الآتية
La , Ra , IdA 

  : حيث
La : A → A 
 x a La (x) = ax 
Ra : A → A 
 x aRa (x) = xa 
IdA : A → A 
 x a IdA (x) = x 

 

  ]7 [قضية  4-1
  عندئذ.  تشاكل ذا مستقر كثيفφ : A → B، وليكن اً سوياًجبر  B وAكل من ليكن 

)B(M)A(M:ˆ →φ  
  :تشاكل ذا مستقر كثيف وفق العلاقة

φ F = φφ )F(ˆ   ∀ F ∈ M(A)                                            …(1) 
  

 تعرف Ann(A) ويرمز لها بالرمز Aمة لـ  جبراً، المثالية المعدوAونذكر القارئ بانه اذا كان 

  :كالآتي
Ann (A) = {a ∈ A : La = Ra = 0} 

  

  قضية   5-1
  :فان،  B الى جبر سوي A تشاكل ذا مستقر كثيف من جبر سوي φ كان إذا

1- )(S)B()ˆ(S φ⊆φ  

2- )ˆ(SRL )(S)(S φ⊆∪ φφ  
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ˆ:B(M)A(M(حيث  →φوان ))1- 4(معطى بالقضية  (ف هو تشاكل ذا مستقر كثي ،  
LS(φ) = {Lx : x ∈ S(φ)} 
RS(φ) = {Rx : x ∈ S(φ)} 

  :البرهان
  :نبدأ بملاحظة واثبات الآتي -1

)(S)c()ˆ(S φ⊆φ  
  .)c = φ (A) ، اي ان φ هو صورة التطبيق التشاكلي cحيث (

ST)ˆ(لتكن  φ∈ ولتكن {Fn} ⊆ M(A)ثرات المستمرة في  متتابعة من المؤM(A) بحيث ان 

{Fn} → 0 و T)}F(ˆ{ n →φ.  

  :يلي ما a ∈ Aيضاً من خواص المتتابعات نحصل لاي عنصر أ
{Fn(a)} → 0 
{φ(Fn(a))} = {(φ Fn) (a)} = { )}a())F(ˆ( n φφ  
             = { ))a((T))}a(()F(ˆ

n φ→φφ  
   ،0 → {Fn(a)} بحيث ان  A في {Fn(a)}ومنها نستنتج وجود متتابعة 

ST)ˆ( لكل T(φ(a)) ∈ S(φ)وهذا يعني ان  . a ∈ A لاي T(φ(a)) → {φ(Fn(a))}و φ∈ 

A(()ˆ(S((S)( بمعنى ان a ∈ Aولكل  φ⊆φφ.    

S)ˆ(خيراً ، بما ان عناصر الفضاء أ φالتجميع في  هي مؤثرات خطية مستمرة عليه تنقل نقاط 

  ،الان. قها الى نقاط التجميع في مستقرهامنطل

b ∈ B ⇒ ∃ {φ(an)} ⊆ φ(A) s.t. {φ(an)} → b       B)A(( =φ لان(   

  B تعتبر نقطة تجمع لـ bهنا 

⇒ Tφ (an) → T(b)    ( مستمرة T )لان  

  B هي نقطة تجمع لـ T(b)وهذا يعني ان 
⇒ T(b) ∈ )A(φ  
⇒ ))A(()ˆ(S)B()ˆ(S φφ=φ  

  لاحظ، الآن

)c()ˆ(S))A(()ˆ(S)B()ˆ(S φ=φφ=φ  

           )(S)c()ˆ(S φ⊆φ⊆  
                        = S(φ)      ) 1- 2(قضية((  
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  )].111، صفحة ] 8([يمكن ملاحظة جزء من هذا البرهان في  [–2

، b → {φ(an)} بحيث ان A هي متتابعة تقترب الى الصفر في {an} و b ∈ S(φ)اذا كانت 

{فان 
naL{ هي متتابعة تقترب من الصفر في M(A) بحيث ان :  

b)a(a L}L{)}L(ˆ{
nn

→=φ φ   (R , L وخاصية المؤثرات  S(φ)  من تعريف ) 

SLb)ˆ(هذا يؤدي الى ان  φ∈ .  ان بطريقة مماثلة نبرهن)ˆ(SR b φ∈.  
  

لا تمتلك مثالية   A و A2 ≠ 0 بسيطة اذا كان A جبراً، يقال بان Aونذكر القارئ بأنه اذا كان 

  . فعلية

  

  Fundamental Resultsساسية   لأ النتائج ا-2
  :الآتيةونبدأ بالمبرهنة  ، لحدس رودريكثجزئينحن في هذه الفقرة سوف نقدم حل 

   

  مبرهنة   1-2
:BA ولـيكن  )اًكون تجميعييليس بالضرورة ان  (اً سوياًر جبA , B كل من ليكن →φ 

عندئـذ  . بـسيطة ايضاً   B بسيطة وان جبر المضروبات لـ       Bتشاكل ذا مستقر كثيف بحيث ان       

0)ˆ(S =φ.  
  

  : البرهان
ˆ:B(M)A(M(يوجد تشاكل ذا مستقر كثيف ) 1- 4(حسب القضية  →φمعطى بالعلاقة    

φφ )F(ˆ φ F = . ،بما ان الانM(B)عندئذ المثالية  بسيطة )ˆ(S φ لـ M(B) اما ان تساوي 

M(B)او انها تساوي الصفر .  

B(M)ˆ(S(ونفرض ان  =φ .  لكلF ∈ M(A)نحصل على ان  )F(ˆ,))F(ˆ φφ (IdB - 

  تأمل . عناصر تبديلية

1 = r (IdB) = r (IdB - ))F(ˆ)F(ˆ φ+φ  
        ≤ r (IdB - ))F(ˆ(r))F(ˆ φ+φ  

  )]1[ انظر بواسطة مبرهنة كيلفاند لعناصر نصف القطر الطيفي(

   وعليه نحصل على  B∈b  لكل  b  || <) b(r|| جبر سوي كامل لذلك  Bبما ان 

        ≤ ||IdB - ||F||||)F(ˆ +φ      …(2) 
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B(M)ˆ(S(بما ان الان،  =φ وهذا يعني ان )ˆ(S φIdB ∈    وهذا يؤدي الى وجود متتابعة{Fn} 

⊆ M(A)  بحيث ان {Fn} → 0و  → IdB  ({Fn})φ̂) من تعريف فضاء الانفصال (

  :نحصل على|| . || ارية المعيار مروباستخدام است
||Fn|| → 0  
||IdB - φ̂ (Fn)|| → 0  as       n → ∞ 

   n ∈ Nفانه لكل ) 2(سطة الكن بو

1 ≤ ||IdB - ||F||||)F(ˆ
nn +φ → 0 

S)ˆ(0وهذا يؤدي الى تناقض، لذا فان  =φ.  

  

  مبرهنة   2-2
 تشاكل ذا مستقر φوليكن وليس بالضرورة تجميعياً   كاملاًاً سوياًجبر A , B كل من ليكن

يضاً أ B بسيطة ذات عنصر محايد وجبر المضروبات لـ B بحيث ان B الى Aكثيف من 

  . مستمرةφعندئذ . ةبسيط
  

  : البرهان
S)ˆ(}0{نحصل على ) 2- 1(باستخدام المبرهنة السابقة  =φ   

S)ˆ(نحصل على ) 2(فرع ) 1-5(وحسب القضية  φLS(φ) ∪ RS(φ)  ⊆  وهذا يؤدي الى ان   
                                LS(φ) = RS(φ) = 0 

  ومن تعريف المثالية المعدومة نحصل على 

                                                                                                                S(φ) ⊆ Ann (B) 
  اذا كـان   .  او ان يساوي الـصفر     Bاما ان يساوي      Ann(B)   بسيطة نحصل على ان    B وبما ان 

Ann (B) = Bنحصل على ان   B2 = 0   وهذا يناقض تعريف كون الجبرB  بسيطاً عليه يجـب 

   : ومنه نستنتج انAnn (B) = {0}ان يكون 
                                S(φ) = { 0 } 

  . تكون مستمرة وبهذا ينتهي البرهانφوبتطبيق مبرهنة البيان المغلق نحصل على ان 

  

  ):Remark(تعليق 
الجبور التي تناولناها في بحثنا هذا التي اشترطنا فيها كون الجبر وجبر المضروبات لـه               

، ]3[في  ) Pritchart(ريجارت  ول من تطرق اليها حديثاً هو ب      أ منها يكون بسيطاً هي مؤلفة و      كلاً
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 فان  بسيط جبر   Aوذكر في بحوثه اعلاه انه اذا كان        حيث تناول بالتفصيل تلك الجبور      ] 5[،  ] 4[

) Prime(ولياً  أولكن اكد انه يكون       ليست بالضرورة ان يكون بسيط     M(A)جبر المضروبات له    

 ايضاً يجب ان يكـون      M(A)  بسيطاً فان  Aا السبب في بحثنا هذا اشترطنا انه عندما يكون          ذوله

  .بسيطاً
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