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Abstract 
A t – blocking set B in a projective plane PG(2, q) is a set of points 

such that each line in PG(2, q) contains at least t points of B and some 

line contains exactly t points of B. 

A t – blocking set B is minimal or irreducible when no proper 

subset of it is a t – blocking set. In particular when t = 1 then B is called a 

blocking set. 

In this paper, we find the lower bounds of the 5 – blocking set and 

the 6–blocking set In the projective plane PG(2, q), where q square, Then 

we improved the lower bound of 5– blocking set when 10q  in the same 

plane. 

Specially in the projective plane PG(2, 9): 

First: We show that the minimal blocking set of size 16 with a 6 – secant 

and the minimal blocking set of the same size of Rédei-type exist. 

Second: We classify the minimal blocking sets of size 17. 

 
 الممخص

ىي مجموعة نقاط بحيث  PG(2, q)في المستوي الاسقاطي  t –القالبية  Bالمجموعة 
بـ  Bمن النقاط ويوجد خط يقطع  tبما لا يقل عن  Bيقطع  PG(2,q) ان كل خط في المستوي

t من النقاط بالضبط.  
                                                

(*)
بحث مستل من رسالة الماجستير المنجزة من قبل الباحث الثاني بإشراف الباحث الأول في جامعة   

(. 2006)الموصل 
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 أنيا أصغرية أو غير قابمة لمتحميل عندما لا توجد t –القالبية  Bيقال لممجموعة 
 Bفان  t = 1بصورة خاصة عندما تكون .  t –مجموعة جزئية فعمية منيا تشكل مجموعة قالبية 

. تسمى مجموعة قالبية
القيود الدنيا لممجاميع القالبية الخماسية والسداسية في المستوي  إيجادتضمن ىذا البحث 

لقالبية الخماسية لممجموعة ا الأدنىعدد مربع ثم قمنا بتحسين القيد qحيث  PG(2,q)الاسقاطي 
10qفي حالة   في نفس المستوي.  

:  PG(2, 9)وبصورة خاصة في المستوي الاسقاطي 
تمتمك قاطعاً سداسياً ووجود مجموعة  16أثبتنا وجود مجموعة قالبية أصغرية ذات حجم :  أولاً 

. ريدي  –قالبية أصغرية بنفس الحجم من نوع 
 .  17المجاميع القالبية الأصغرية ذات حجم  قمنا بتصنيف:  ثانياً 

 
 Introductionالمقدمة 

Richardson [11] هانكما من بحث في المستويات ذات الرتب الكبيرة،  لوىو أ 
كما لاحظ ان مستويات ، 6ىو  PG(2,3)صغر حجم لممجموعة القالبية في المستوي أثبت أن أ

1حجم  مثمة لممجاميع القالبية ذاتأبير الجزئية ىي  qq  في المستويات الاسقاطية ذات
، فكرة عن المثمث  Di Paola [6]سنة قدم الباحث  13بعد . عدد مربع q، حيث qالرتبة 

في المستويات الديزاركية  2/(q+1)3لممجموعة القالبية ذات الحجم  الاً مث دالاسقاطي والذي يع
 .ذات الرتبة الفردية

1ثبت ان أفانو  Bruenما أ qq  لممجموعة القالبية في المستوي  الأدنىىو القيد
لممجموعة القالبية  الأعمىىو القيد  1qqان  [4]المصدر ثبت في أكما انو . الاسقاطي

.  qذو رتبة  إسقاطيالاصغرية في أي مستوي 
والمجاميع القالبية  Bruen [4]الباحث  فقد درسياما المجاميع القالبية المزدوجة أ

 . De Resmini [5]تم دراستيا من قبل الباحث  (n ,3)الثلاثية من نوع 
  

:  [8]تعريف ( 1-1)
كان كل خط في  إذاt (t – blocking set ) –انيا مجموعة قالبية  Bيقال لممجموعة 

من النقاط  tبـ  Bيقطع  من النقاط، ويوجد خط tبما لا يقل عن  Bيقطع   PG(2, q)المستوي 
احتوت عمى خط من الخطوط  إذا( Trivial)انيا تافية  t –بالضبط ويقال لممجموعة القالبية 

. بكل نقاطو
: بصورة خاصة عندما تكون



 الكريم أحمد جنار عبد  &  الخالق لازم ياسين عبد. د

372 

t = 1   فانيا تسمى مجموعة قالبية(Blocking Set  )
t = 2   فانيا تسمى مجموعة قالبية مزدوجة(Double Blocking Set  )
t = 3   فانيا تسمى مجموعة قالبية ثلاثية(Triple Blocking Set .)

 
:  [3]مبرهنة ( 2-1) 

: عدد أولي فان  p > 3و  PG(2, p)في المستوي  t –مجموعة قالبية  Bلتكن 
                                فان ،   t  (p1)/2كان  إذا . 1

2

1)(p1)(2t
B


  

 فان  ،  t  (p+1)/2كان  إذا . 2
 

:  [2]مبرهنة ( 3-1) 
: فان  PG (2, q)في المستوي الاسقاطي  bذات حجم  t –مجموعة قالبية  Bلتكن 
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.  Bلممجموعة  i –يمثل العدد الكمي لمقواطع:  ri  حيث
vi  :يمثل العدد الكمي لمقواطع– i  لممجموعةB  خلال النقطةP  من نقاط المجموعةB .
ui  :يمثل العدد الكمي لمقواطع– i  لممجموعةB  خلال النقطةQ  فيPG(2, q)\B .

 
:  [8]تعريف ( 4-1)

أو غير قابمة لمتحميل عندما ( Minimal)انيا أصغرية  t –القالبية  Bيقال لممجموعة 
.  t –لا توجد مجموعة جزئية فعمية منيا تشكل مجموعة قالبية 

 p1tB 
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:  [4]تعريف ( 5-1)
 ذات حجم                    Bبانو مجموعة قالبية ( Baer Sub Plane)يُعّرف مستوي بير الجزئي 

1 qq  في المستويPG(2, q)  ،q  عدد مربع بحيث ان كل خط يصل نقطتين منB 
.  Bمن نقاط  1q+يحتوي عمى 

(  Projective Line)يمكن ان يّمثل بالخط الاسقاطي  GF(q)  {}الحقل 
PG(1,q)  . وىذا الحقل يحتوي عمى خط بير الجزئي(Baer Sub Line )

)  {} q GF( .
: وفيما يأتي بعض خواص خط بير الجزئي

. تقاطع خط بير الجزئي الاثنيني مع خط ىو خط بير الجزئي . 1
. بنقطتين الأكثريتقاطع خّطان لبير الجزئي عمى  . 2
 

:  [8]تعريف ( 6-1)
وجد خط يقع  إذا(  Rédei-type) ريدي  –انيا من نوع  Bيقال لممجموعة القالبية 

، آخربمعنى . q + kمجموعة قالبية أصغرية ذات حجم  B، بحيث ان  Bمن نقاط  kعميو 
 . B\L = qبحيث ان  Lيوجد خط 
 

:  [7]تعريف ( 7-1)
، فان  PG(n,K)في الفضاء الاسقاطي ( Prime)أولي  1nليكن 

1nΠ\K)PG(n,K)AG(n,  ني ىو فضاء أفي(Affine Space ) ذو بعدn   ومعّرف
.  AG(n, q)بالرمز  AG(n, K)نرمز لـ  K = GF(q)عندما .  Kعمى الحقل 

بحذف نقاط   PG(n, K)ىي فضاءات جزئية من  AG(n, K)الفضاءات الجزئية من 
1n .

ي  يسمى بالمستوي الافين  AG(n, q)، فان الفضاء الافيني  n = 2عندما 
(Affine Plane ) ويرمز لو بـAG(2, q)  .
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القيود الدنيا لممجاميع القالبية الخماسية والسداسية في المستوي   (2(
 .عدد مربع qحيث  PG(2, q)الاسقاطي 

في ىذا البند تم دراسة القيود الدنيا لممجاميع القالبية الخماسية والسداسية في المستوي  
 .عدد مربع qحيث   PG(2, q)الاسقاطي 
 

 :مبرهنة ( 1-2)
من  1qيمر  Bمجموعة قالبية خماسية ، بحيث انو خلال اية نقطة من  Bلتكن 

ئي الاثنيني وتشكل خط بير الجز Bمن نقاط  5qعمى  الأقلالخطوط التي تحتوي عمى 
 : فانو
525عمى  قلالأتحتوي عمى  B، فان  q > 25كان  إذا. 1  qq  من النقاط. 
85عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان  q = 16كان  إذا. 2  qq  من النقاط .
5qq5عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان   q = 25كان إذا. 3   من النقاط. 
 

 ( : 1) برهان 
تقاطع  إذا. من النقاط أو أكثر خطوطاً طويمة 5qبـ  Bنُسّمي الخطوط التي تقطع 

عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان Bخطان طويلان في نقطة خارج 
525)1(5)5(2  qqqq من النقاط، وبالتالي نحصل عمى القيد المطموب .

خطاً طويلًا   L، ليكن Bإفرض ان أي خطين طويمين يمتقيان في نقطة داخل  الآن
تحتوي عمى خط  pفان الخطوط الطويمة المارة خلال . Lتقع عمى  ولا B إلىنقطة تنتمي  pو 

نقطة من نقاط ىذا الخط البير  Qلتكن . في خط بير الجزئي Lبير الجزئي الاثنيني وتمتقي مع 
الجزئي، ان جميع الخطوط الطويمة المارة خلال نقطة واقعة عمى قاطع خماسي يمر من خلال 

Q  مع تمتقيL  في خط بير جزئي آخر لا يحتوي عمىQ . وبما ان أي خطين لبير الجزئي
 Lوبما ان . من النقاط q2عمى الأقليحتوي عمى  L، عميو فان الأكثريمتقيان بنقطتين عمى 

 Bيو فان وعل. من النقاط  q2عمى  الأقلخط اختياري فان أي خط طويل يحتوي عمى 
qqqqqqعمى  الأقلتحتوي عمى  36)(4)12)(1(1   من النقاط

52536وبما ان   qqqq   25، لكلq   525فان  qqB .
 
 

 

 

 ( : 2) برهان 
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عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان Bوجد خطان طويلان يمتقيان في نقطة خارج  إذا
525)1(5)5(2  qqqq افرض ان أي خطين طويمين يمتقيان . من النقاط

عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان Bداخل  pفي نقطة 
55))1(1(41)4)(1(  qqqqqq من النقاط .

نقطة  184يحتوي عمى  (k, 12) –عميو فان القوس .  q = 16، عندما  89Bوبذلك يكون 
65كان  إذا أما. ]1 [الموجود في المصدر لاحظ الجدول [وىذا غير ممكن   qqB 

75نفسيا عندما بالحالة  أيضاً ،  k = 183فان   qqB    فان
k = 182 وىذا غير ممكن في كمتا الحالتين لان ،k181  ان  إلىوىذا يؤدي

85  qqB .  
 

 . (2)ان بطريقة مشابهة لبره(  3) برهان 
 

 . 10qلممجموعة القالبية الخماسية عندما  الأدنىىي تحسين القيد  الآتيةالمبرىنة 
 
 : مبرهنة ( 2-2)

 الأقليمر عمى  Bمجموعة قالبية خماسية، بحيث انو خلال اية نقطة من  Bلتكن 
1q  5عمى  الأقلمن الخطوط التي تحتوي عمىq  من نقاطB  وتشكل خط بير

535عمى  الأقلتحتوي عمى  Bفان . الجزئي الاثنيني  qq  من النقاط عندما
10q .

: البرهان 
535تحتوي عمى أقل من  Bإفرض ان   qq نُسّمي الخطوط التي . من النقاط

 Bنأخذ خمسة عشر نقطة من . أو أكثر من النقاط بالخطوط الطويمة 5qي ف Bتمتقي مع 
15)4( الأقل، وعميو فانو يوجد عمى Lكميا واقعة عمى الخط الطويل  qq  من نقاط

B\L  بما (. محسوبة مع التكرار)واقعة عمى الخطوط الطويمة المارة خلال الخمسة عشر نقطة
qqتحتوي عمى اقل من  B\Lن ا 25   من النقاط، فانو يوجد أكثر من

qqqqq 54)25(3)4(15   من النقاط عمى أربعة أو أكثر من الخطوط
(. محسوبة مع التكرار)الطويمة المارة خلال الخمسة عشر نقطة 

ىا مع أربعة نقاط الناتجة من تلاقي الخطوط الطويمة ل B\Lىي نقطة من نقاط  piلتكن 
والتي  Lمجموعة نقاط الخط  Siولتكن .  Lمن الخمسة عشر نقطة الواقعة عمى  الأقلعمى 

عمى  الأكثرتحتوي عمى  Siالمجموعة .  Lتمتقي مع  piعندىا الخطوط الطويمة المارة خلال 
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2q  ،لامن النقاط من الخطوط الطويمة وفي ىذه  3qعمى  الأقلتقع عمى  piفان  وا 
: عمى الأقلتحتوي عمى   Bالحالة 

535)2(4)4)(3(1  qqqqqq  
. biتحتوي عمى خط بير الجزئي  Siكذلك حسب الفرض المجموعة  ،من النقاط

ع م الأقلالتي تمتقي عمى ( محسوبة مع التكرار) B\Lمن نقاط  q54بما انو يوجد 
والتي تمتقي  biالمقابمة لـ   piمن النقاط q54فانو يوجد . ة نقاط من الخمسة عشر نقطةأربع
. مع ثلاث نقاط من الخمسة عشر نقطة الأقلعمى 

من المجموعات المختمفة المكونة من ثلاث نقاط من بين الخمسة عشر  455توجد 
. بثلاث نقاط الأقلالمذان يمتقيان عمى  b2و  b1ن تقابلا p2و  p1نقطة، وعميو فانو توجد نقطتان 

. متطابقان b2و  b1في نقطتين فان  الأكثربما ان كل خطين لبير الجزئي يمتقيان عمى 
عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان  Bالتقت ثلاثة خطوط طويمة في نقطة خارج  إذا

535)2(5)5(3  qqqq خطان  رالأكثوعميو فانو يوجد عمى . من النقاط
 p2و  p1انو الخطوط الطويمة المارة خلال  إلىوىذا يؤدي . Bطويلان يمتقيان في نقطة خارج 

، وىذه النقطة تقع عمى الخط الطويل الذي  Bخارج  الأكثرفي نقطة واحدة عمى  Lتمتقي مع 
.   p2و  p1يصل 

 S ، فان L  Bتمتقي مع  b1 = b2والتي عندىا  L  Bمجموعة نقاط من  Sلتكن 
. من النقاط 1qاو  qتحتوي عمى

 Lإفرض أولًا ان .  Bمن نقاط  7qعمى الأقليحتوي عمى  Lسوف نبرىن ان 
التي تقع عمى الخطوط  B\Lمجموعة نقاط T لتكن . Bمن نقاط  7qيحتوي عمى أقل من

بالاعتبار النقاط الواقعة عمى الخطوط غير الطويمة  وبالأخذ. Sر الطويمة التي تمتقي مع غي
4)1( الأقل، فانو يوجد عمى  Sالمارة خلال نقطة من   qq  من النقاط فيT  .

الخطوط الطويمة المارة خلال . بالضبط Bمن نقاط  5qيحتوي عمى Lافرض ان 
مع سبع نقاط من   الأكثروعمى  Sمع نقطتين من  الأكثرتمتقي عمى  Tنقطة من 
L  B  . وىذا يأتي حسب الفرضية التي تنص عمى انو كل خطين لبير الجزئي يمتقيان عمى
.  Bفي نقطتين من  الأكثر

كل نقطة . تقع عمى إستقامة واحدة Tمن نقاط  nأكبر عدد صحيح بحيث ان  nلتكن 
تمتمك  Tمن الخطوط الطويمة وعميو فان كل نقطة من  1qعمى  الأقلى تقع عل Bمن 
1)5(ويوجد  L\Bمن الخطوط الطويمة التي تمتقي مع  6q الأقلعمى   qq  من
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)6(4:، عميو فان  L\Bالنقاط في   qqqn  6ان  إلىوىذا يؤدي qn 
.  19qلكل 

،  L\Bمن الخطوط الطويمة التي تمتقي مع  6qتمتمك  Tبما ان كل نقطة من 
 :تقع عمى استقامة واحدة فان Tمن نقاط  6qالأكثروعمى 

14
6

6
)1(4 




 qqqq

q

q
qq وىذا تناقض في حالة ،

10q . وبما انL  6عمى  الأقلخط اختياري، فان كل خط طويل يحتوي عمىq  من
 :فان Bمن ىذه الخطوط الطويمة تمتقي في نقطة داخل  2qافرض ان . Bنقاط 

735)1(4)5)(2(1  qqqqqqB  وىذا تناقض لعدد
. من الخطوط الطويمة 1qتقع بالضبط عمى  Bنقطة من عميو فان كل . Bنقاط 

 nو  Tو  Sعّرف .  Bمن نقاط  6qيحتوي عمى  Lافرض الان ان الخط 
)6(4:حسب سابقاً وعميو فان   qqqn   ًحسب سابقا

15و 
6

6
)1(4 




 qqqq

q

q
qq  ة في حال أيضاً وىذا تناقض

10q . وبما انL  7عمى  الأقلخط اختياري، فان كل خط طويل يحتوي عمىq  من
 :فان Bالواقعة عمى الخطوط المارة خلال نقطة من  Bوعن طريق حساب نقاط .  Bنقاط 

735)(4)6)(1(1  qqqqqqB  وىذا تناقض لعدد نقاطB 
535عمى الأقلى تحتوي عل Bوعميو فان .   qq 10كان  إذا، من النقاطq .

 

  :يمكن ان نبرىن( 2-1)وبطريقة مشابية لبرىان 

 
 :مبرهنة ( 3-2) 

من  1qيمر  B، بحيث انو خلال اية نقطة من مجموعة قالبية سداسية Bلتكن 
وتشكل خط بير الجزئي الاثنيني  Bمن نقاط  6qعمى  الأقلالخطوط التي تحتوي عمى 

: فانو 
626عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان  36qكان  إذا  .1  qq من النقاط .
96عمى  الأقلتحتوي عمى  B، فان  q = 16كان  إذا  .2  qq من النقاط. 

 
 
  PG(2, 9)في المستوي الاسقاطي  16المجاميع القالبية الاصغرية ذات حجم ( 3)
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 .  PG(2, 9)في المستوي الاسقاطي  16مجموعة قالبية أصغرية ذات حجم  Bلتكن 
 

 : [ 10]مبرهنة( -13)
، فان أية  GF(q)ومعّرف عمى الحقل المنتيي  nفضاء متجيات ذا بُعد  Vاذا كان 

تحتوي عمى الاقل عمى   Vوالتي تمتقي مع كل أولي من  Vمجموعة جزئية من 
n(q – 1)+1  من النقاط .

 

 : مبرهنة ( 2-3)
 .تقع عمى الاقل عمى ثلاثة قواطع أحادية  Bكل نقطة من 

 :البرهان 
وليكن  .  pعند النقطة  Bقاطعاً أحادياً لـ  L، وليكن  pBليكن 

AG(2, 9) = PG(2, 9)\L  ًالمجموعة  فان. مستوياً أفينّياB\L  15تكون ذات حجم  .
تحتوي  AG(2,9)المجموعة القالبية الاصغرية في المستوي ( 3-1)حسب المبرىنة 

  الأقلنقطتين عمى  إضافة إلىوىذا يعني انو نحتاج . نقطة 17عمى  الأقلعمى 
بما ان الخطوط الخارجية لـ . AG(2, 9)لمحصول عمى مجموعة قالبية في المستوي  B\Lلـ 

B\L  في المستويAG(2, 9)  ىي قواطع أحادية لـB  عند النقطةp  وبما انو توجد نقطتان ،
،  AG(2, 9)لمحصول عمى مجموعة قالبية في المستوي  B\Lلـ  إضافتيمايمكن  الأقلعمى 

تقع عمى  pوعميو فان  AG(2, 9)في المستوي  B\Lخطّان خارجيان لـ  الأقلفانو يوجد عمى 
تقع عمى  p، عميو فان  Bىو قاطع أحادي لـ  Lوبما ان .  Bاديين لـ عمى قاطعين أح الأقل
.  Bلـ  أحاديةعمى ثلاثة قواطع  الأقل

 

 :[9]( Gács)مبرهنة كاكس ( 3-3)
 إذا.  q + kمجموعة قالبية أصغرية ذات حجم  B، لتكن  PG(2, q)في المستوي 

  Oنقطة  فانو توجد. من النقاط بالضبط k1في  Bيقطع  Lوجد خط وليكن 
، Bيحتوي عمى نقطتين من  L\Bبنقطة من  Oحيث ان كل خط يصل النقطة  B إلىتنتمي  لا

)3(/2وعميو فان   qk  .
 

في المستوي  16البحث عن المجموعة القالبية الاصغرية ذات حجم  ( 4-3)
. وتمتمك قاطعااً سداسيااً  PG(2,9)الاسقاطي

قاطعاً سداسياً  Lالنقاط في المستوي الاسقاطي، وليكن تمثل احداثيات ( x, y, z)لتكن 
ليكن . لممستوي الافيني المقابل( L : Z = 0)خطاً في المالانياية  Lو  Bلـ 
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},,,{\ 4321 ppppBL  كانت  إذا( 3-3)، حسب المبرىنةB  مجموعة قالبية أصغرية فانو
، حيث   Opiطوط  ، بحيث ان الخ B إلىلا تنتمي  Oتوجد نقطة أفينية ولتكن 

i = 1, … , 4   ىي قواطع ثنائية لـB  تحتوي عمى ثمانية نقاط أفينية منB ولتكن ،U1  
تقع عمى قاطع ثنائي واحد وثماني قواطع أحادية  piبما ان النقاط . النقاط الافينية المتبقية U2و 

ارة عن خط عب OU1الخط . ، ىي قواطع أحادية i = 1, … , 4، حيث  U1pi، فان الخطوط  
 . B  Lيمر خلال نقطة من 

: الآتيةنختار نقاط المصدر حسب الطريقة  الآن
p1 = (0, 1, 0)  ،p2 = (1, 0, 0)  ،p3 = (1, 2ليكن 

3
، حيث ان   (0 ,


2
 =  + 1  بما ان تأثير الزمرة الجزئية من ،PGL(3, 9)   التي تثُبّت مجموعة النقاط
{p1, p2, p3}  السبع المتبقية من متعّدي عمى النقاطL  فان الخط ،OU1  يمر خلال النقطة

p4 = (1, سوف نأخذ (. 0 ,1 ,1)
3
باستخدام المنظور من .  O = (0, 0, 1)وليكن  (0 ,

، افرض المستوي الافيني  U1 = (1, 1, 1)نستطيع ان نفرض ان  Oوالمركز  Lالمحور 
PG(2, 9)\L  . ليكنB' = B\(L{U1, U2}) قطتان من ، فانو توجد نB'  تقعان عمى

Y = 2ونقطتان عمى الخط  Y = 0ونقطتان عمى الخط  X = 0الخط 
3
X  ونقطتان عمى

Y = الخط 
3
X وذلك لان ىذه الخطوط ىي الخطوط ،Opi  حيث ،i = 1, … , 4  .

وعمى كل خط  X = kوخط عمودي  Y = kفضلا عن ذلك يوجد عمى كل خط افقي 
Y = 2

3
X + k  وY = 

3
X + k ،  حيثk  0  نقطة واحدة منB  . بصورة خاصة عمى

X = 1, Y = 1, Y = 2الخطوط 
3
X + 2

2
, Y = 

3
X + , Y = X  
وىذا بالتالي ييمل عدد كثير من .  'Bلا توجد نقطة من  U1التي تمر كميا من خلال النقطة 

 .  AG(2, 9)نقاط المستوي 
 

 (0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, ) (0, 2) (0, 
2
) (0, 2

2
) (0, 

3
) (0, 2

3
) 

(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, ) (1, 2) (1, 
2
) (1, 2

2
) (1, 

3
) (1, 2

3
) 

(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, ) (2, 2) (2, 
2
) (2, 2

2
) (2, 

3
) (2, 2

3
) 

(, 0) (, 1) (, 2) (, ) (, 2) (, 
2
) (, 2

2
) (, 

3
) (, 2

3
) 

(2,0) (2, 1) (2,2) (2,) (2, 2) (2,
2
) (2, 2

2
) (2,

3
) (2, 2

3
) 

(
2
, 0) (

2
, 1) (

2
,2) (

2
,) (

2
, 2) (

2
,

2
) (

2
, 2

2
) (

2
,

3
) (

2
, 2

3
) 

(2
2
,0) (2

2
,1) (2

2
,2) (2

2
,) (2

2
,2) (2

2
,

2
) (2

2
,2

2
) (2

2
,

3
) (2

2
,2

3
) 

(
3
, 0) (

3
, 1) (

3
, 2) (

3
, ) (

3
, 2) (

3
, 

2
) (

3
, 2

2
) (

3
, 

3
) (

3
, 2

3
) 

(2
3
,0) (2

3
,1) (2

3
,2) (2

3
,) (2

3
,2) (2

3
,

2
) (2

3
,2

2
) (2

3
,

3
) (2

3
,2

3
) 

 
Y = 2عمى الخط 

3
X  اختيار نقطتين من المجموعة إلى، نحتاج :

)}λ(2,),2λ,(2λ),λ,(λλ),,(λ2), ,{(2L 323232

1   
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Y = وعمى الخط 
3
X  اختيار نقطتين من المجموعة إلى، نحتاج: 

)}2λ ,λ(λ),,(2λλ),2,(λ2),,(),2λ{(2,L 23223

2   

 :اختيار نقطتين من المجموعة إلى، نحتاج  X = 0وعمى الخط 
)}2λ 0,(),λ(0,),λ(0,λ),2(0,2), {(0,L 332

3   

وىذا  'Bلتكون في  Y = 0اختيار نقطتين من الخط  إلىكذلك نحتاج .  'Bلتكون في 
. يعطينا عشرة احتمالات

)0,2(، ),0(نختار  الخط  منY = 0 بما انو لا يمكن ان تقع نقطتان من ،B' 
)2,2(فان النقاط  الأفقيعمى نفس الخط    منL1 2(و,(  منL2 بما انو عمى . يتم حذفيا

Y = الخطوط 
3
X+1, Y = 

3
X+2, Y = 2

3
X+1, Y = 2

3
X+2  التي تصل النقطتان

(, 0)  و(2, 0) طتين بالنقp3  وp4  من  أخرى، لا يمكن ان نختار نقطةB' . لان ىذه
  L2من  (, 2)و  L1من  (2, 2)، فان النقاط  Bالخطوط تعد قواطع أحادية لـ 

. يتم حذفيا L3من  (2 ,0)و 
والنقاط  Y = 0من  (2, 0)و  (, 0)وعميو فان ىذا الاختيار سوف يعطينا النقطتين 

(2, 
3
) ،(

2
, ) ،(2

3
, 2

2
) ،(

3
, 

2
2 ,2)والنقاط  L1، من (

3
) ،(

2
, 2)،    (2

2
, 

) ،(
3
, 2

2
0, )، (2 ,0)والنقاط  L2، من  (

2
) ،(0, 

3
) ،(0, 2

3
)  

.  L3من 
 L3ونقطتين من  L2ونقطتين من  L1ونقطتين من  Y = 0قمنا باختيار نقطتين من  فإذا

.  'Bاحتمالًا لثماني نقاط من  216، سوف نحصل عمى 
)و  Y = 0من  (2, 0)، (, 0)عميو سوف نختار النقاط 

3
, 

2
) ،(2

3
, 2

2
من  (

L1  و(
2
, 2) ،(2

2
, )  منL2  0)و, 

3
)  ،(0, 2

3
، لتكون ثماني نقاط أفينية L3من  (

نقاط إسقاطية وذلك عن طريق  إلىبما ان ىذه النقاط ىي أفينية ليذا سوف نحوليا . 'Bمن 
: الآتيةفنحصل عمى النقاط ( x, y, 1)بالنقطة ( x, y) التعويض عن كل نقطة

 )1.,2(),1,2,(),1,2,2(),1,,(,)1,0,2(),1,0,(),1,2,0(),1,,0( 22232333   
.  B  Lمن  الآتيةىذه النقاط مع النقاط الستة 

 )0,2,1(),0,,1(),0,2,1(),0,,1(),0,2,1(),0,1,1( 22   

ثم باستخدام .  Bتعطينا النقاط الخمسة عشر من  U1 = (1, 1, 1)النقطة  إلى إضافة
مجموعة  Bبحيث تكون   U2 = (1, 1, 2)لنقطة حصمنا عمى ا [1] في المصدر Aالبرنامج 

 .وتمتمك قاطعاً سداسياً   PG(2, 9)في المستوي  16قالبية أصغرية ذات حجم 

 :مبرهنة ( 5-3) 
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وتمتمك  PG(2, 9)في المستوي الاسقاطي  16توجد مجموعة قالبية أصغرية ذات حجم 
 .قاطعاً سداسياً 

 
 :[9]تعريف ( 6-3)

ىو عبارة عن  PG(2, q)في المستوي الاسقاطي  (Elation  )التحويل المُثبّت 
.  Lواقعة عمى  p، ويثبّت الخطوط التي تمر من نقطة معينة  Lتقابل ذاتي يُثبّت نقاط الخط 

:  ملاحظات
تثبّتيا  pالمارة خلال  الأخرىنقطة بنقطة والخطوط  Lيثبّت الخط  التحويل المثبّت . 1

. كمجموعة
تسمى  pوالنقطة ( The Axis of the Elation)لتحويل المثبّت يسمى محور ا Lالخط . 2

(. The Center of the Elation)مركز التحويل المثبّت 
q = p، حيث  PG(2, q)في المستوي الاسقاطي  رتبة التحويل المثبّت . 3

h  وp  عدد أولي
 . pىي 

 
  :مبرهنة ( 7-3)

ريدي في المستوي الاسقاطي  –من نوع  16توجد مجموعة قالبية أصغرية ذات حجم 
PG(2, 9)  .

: البرهان 
       خطّاً في المالانياية Lليكن . تُمثّل إحداثيات النقاط الاسقاطية( x, y, z)لتكن 

(L : Z = 0 )  ولتكن . ريدي –وىو خطpi=(xi, yi, 1)(xi, yi)   حيث ،
i = 1, … , 9   نقاطاً أفينية في المجموعةB'  حيث انB' عة نقاط ىي مجموB  التي لا تقع

ثلاث نقاط واقعة   A1 = (0, 1, 0)  ،A2 = (1, 0, 0)  ،A3 = (1, 2, 0)ليكن .  Lعمى 
.  L\Bعمى 

خلال النقطة   Y = bZو   A1خلال النقطة   X = aZ  بما ان كل الخطوط الافينية
A2   تحتوي بالضبط عمى نقطة أفينية واحدة في المجموعةB' عندئذ نحصل عمى: 

xi  xj  وyi  yj  ،كان  إذاi  j  .
المارة  X + Y + aZ = 0، فان كل الخطوط الافينية  B إلىلا تنتمي  A3بما ان 

 xi + yi = a، ليذا فان كل المجاميع  'Bمن  (xi, yi, 1)تحتوي عمى نقطة واحدة  A3خلال 
د  ، يوجد حل وحي GF(9)في الحقل  aوعميو فان لكل .  iتكون مختمفة باختلاف 

xi + yi = a  عميو فان :
xi + yi  xj + yj  اذا كان ،i  j  
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: سوف نستخدم الشروط الثلاثة 
1 .xi  xj    اذا كانi  j  .
2 .yi  yj   اذا كانi  j . 
3 .xi + yi  xj + yj   اذا كانi  j  .

 الآن .ريدي –من نوع  16في عممية البحث عن المجموعة القالبية الاصغرية ذات حجم 
، تشكل B'  {A1}  ،B'  {A2}  ، B' {A3}، فان   9 –تشكل قوس  'Bنفرض ان 
محتوى في  'B ]1[، وىذا غير ممكن لانو حسب المبرىنة في المصدر 10 -ثلاثة اقواس

النقطة  بإضافةبطريقة واحدة فقط وىو  10 -قوس إلىمخروطي وىذا يعني انو يمكن توسيعو 
ثلاث نقاط من  الأقلوعميو فانو يوجد عمى  9 –لا تشكل قوس 'Bاذن . العاشرة لممخروطي

B\L  واقعة عمى خط واحد، والخط الذي يحتوي عمى ىذه النقاط الثلاث يقطعL  في نقطة من
B .

والواقعة  B\Lوافرض ان النقاط الثلاث من .  'Bتقع في  (1 ,0 ,0)افرض ان النقطة 
 ,A1, A2}ا ان الزمرة التي تثُبّت المجموعة بم.  (1 ,0 ,0)عمى خط واحد من ضمنيا النقطة 

A3}  عمى ستة عناصر التي ىي الزمرة  الأكثرتحتوي عمى<T1, T2>  S3  حيث ان :
T1 : (x, y, z)  (y + z, x + 2z, 0) 

T2 : (x, y, z)  (2y + z, x +y, 0) 

ىو  الأوليؤدي الى مدارين المدار  Lان تأثير ىذه الزمرة عمى مجموعة نقاط 
 )0,2,1(),0,,1(),0,2,1(),0,,1(),0,2,1(),0,,1( 3322  والمدار الثاني ىو ،

 )0,1,1(  .
ونفرض ان ىذه النقطة تقع عمى خط واحد  الأولمن المدار  (, 0 ,1)نختار النقطة 

. (1 ,0 ,0)مع النقاط الثلاث التي من ضمنيا النقطة 
، نستطيع ان  p1والمركز  L، باستخدام المنظور من المحور  p1 = (0, 0)ليكن  الآن
نستطيع ان  p2والمركز  Lمن المحور  أخرى، وباستخدام المنظور مرة  p2 = (1, )نفرض ان 
.   p3 = (2, 2)نفرض ان 

 :حيث ان  (, 0 ,1)والمركز  Lمع المحور  باستخدام التحويل المثبت 
 : (x, y, z)  (x + z, y + z, z) 

,)ر، والنقاط تقع في مدا p1  ،p2  ،p3نرى ان النقاط 
2
) ،(

2
, 

3
) ،(2

3
تقع  (1 ,

2,2)في مدار، والنقاط 
2
) ،(

3
, 2) ،(2

2
, 2

3
ليذا نفرض ان . أيضاً تقع في مدار  (

,)والنقطة  'B إلىتنتمي  p1  ،p2  ،p3النقاط 
2
2,2)في المدار الثاني أو النقطة  (

2
من  (

p4  {(,أي ان  p4المدار الثالث ىي النقطة 
2
), (2, 2

2
)}  .
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p4 = (,بالبداية نختار 
2
p4 = (2,2ونحصل عمى نتيجة مشابية في حالة  (

2
)  .

،  i = 5, … , 9، حيث  pi = (xi, yi)القاعدة التي نعتمد عمييا في اختيار النقاط المتبقية 
: ، ىو ان نفرض ان 'Bلتكون نقاطاً في 

1 .xi  {x1, … , xi1} 
2 .yi  {y1, … , yi1} 
3. xi + yi  {x1 + y1, … , xi1 + yi1} 

 yi، قيم ، 2، 1، 0: ىي xiفان قيم .  'Bفي  p1 ،p2 ،p3 ،p4عند اختيار النقاط 
 ،2 ،، 0: ىي

، 0: ىي xi + yi، قيم 2
2 ،

22 ،
3  .

y5{1, 2, 2لدينا  p5=(2,y5)بالنسبة لمنقطة 
2
, 

3
, 2

3
}  

2 + y5 {و
3
, 2

2
, 2

3
, 

2
وحسب الشروط الثلاثة المذكورة سابقاً ىذا يعطينا .   {2 ,

p5 = (2, 2وىما اما  p5احتمالين لمنقطة 
2
p5 = (2, 2أو  (

3
)  .

p5=(2,2نختار 
3
:  ىي yiوقيم    ،2،  2،  1،  0: ىي xiعند ذلك قيم  (

0  ،  ،2  ،
2  ،

،  0: ىي xi+yi، قيم  32
2  ،2

2  ،
، بالنسبة لمنقطة   2،  3

p6 = (
2
, y6)  لديناy6  {1, 2, 2

2
, 

3
و   {

2
 + y6{2

3
, , 0, 2}  . حسب

p6 = (وىما اما  p6الشروط الثلاثة ىذا يعطينا احتمالين لمنقطة 
2
p6 = (او  (1 ,

2
, 2)  .

p6 = (نختار 
2
  ،2  ،،  2،  1،  0: ىي xi، عند ذلك  قيم  (2 ,

 yi، قيم  2
  ،2  ،،  0: ىي

2  ،
،  0: ىي xi + yi، قيم  2،  32

2  ،
22  ،3

  ،2  ،  .
p7 = (2بالنسبة لمنقطة 

2
, y7)   لديناy7  {1, 2

2
, 

3
2و  {

2
 + y7  {2, 

2
, }  ،

p7 = (2وىو  p7وحسب الشروط الثلاثة ىذا يعطينا احتمالًا واحداً لـ 
2
, 1)  .

p7 = (2عندما نأخذ 
2
 ،2 ، ،2، 1، 0: ىي xiفان قيم  (1 ,

2 ،
 yi، قيم 22

 ،2 ،، 0: ىي
2 ،

، 0: ىي xi + yi، قيم 1، 2، 32
2 ،

22 ،
3 ،2 ، ،2 . بالنسبة

p8 = (لمنقطة 
3
, y8)  لديناy8{2

2
, 

3
و  {

3
 + y8{, 2

3
وحسب الشروط الثلاثة   {

p8 = (وىو  p8ىذا يعطينا احتمالًا واحداً لـ 
3
, 

3
)  .

p8 = (وعندما نأخذ 
3
, 

3
 ،2 ،، 2، 1، 0: ىي xi، فان قيم (

2 ،
22 ،

، قيم 3
yi 0: ىي ، ،2 ،

2 ،
32 ،2 ،1 ،

:  ىي xi+yi، قيم 3
0 ،

2 ،
22 ،

3 ،2 ، ،2 ،
وحسب الشروط الثلاثة فان الاحتمال الوحيد  . 32

p9 = (2وىو  p9لـ 
3
, 2

2
)  .

: وىي عميو فان النقاط الافينية التسعة قد تم الحصول عمييا
p1 = (0,0), p2 = (1,), p3 = (2,2), p4 = (,

2
), p5 = (2,2

3
),  

p6 = (
2
,2), p7 = (2

2
,1), p8 = (

3
,

3
), p9 = (2

3
,2

2
). 
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أتّضح ان ىذه النقاط التسعة مع النقاط  [1]الموجود في المصدر  Bوباستخدام البرنامج 
. ريدي  -من نوع  16حجم ذات  Bتشكل مجموعة قالبية أصغرية  BLالسبعة من 
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