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Abstract 

This research aims at studying the stable flow of the viscous thin 
membranes in a two-dimensional system in a declined way, neglecting 
the inertia powers. The equation that controls the flow was found by 
means of using the continuity equation and the motion equations of 
Navier-Stokes.  

  
  الملخص

یهــدف البحــث إلــى دراســة الجریــان المــستقر لطبقــة مــن ألأغــشیة الرقیقــة اللزجــة فــي نظــام 
ثنــائي البعــد وبــصورة مائلــة بإهمــال قــوى القــصور الــذاتي، وتــم أیجــاد المعادلــة التــي تحكــم الجریــان 

  .ستوكس-باستخدام معادلة الاستمراریة ومعادلات الحركة لنافیر
  

  Introduction: المقدمة
 للـسوائل تحـدث علـى نحـو واسـع فـي الطبیعـة بـضمن (Thin films)الأغشیة الرقیقـة إن 

ذلــك جریــان الــدم فــي الجــسم، كــذلك الطبقــة الرقیقــة المحیطــة بقزحیــة العــین والــرئتین، ومــن أنــواع 
 التــي تتكــون مــن الهــواء وســائل لــزج مــع (Foam) أو الرغــوة (bubble)الأغــشیة الرقیقــة الفقاعــة 

ن خواص واستقراریة هـذه الأغـشیة تتعلـق بـسلوك وتركیبـة عناصـر الرغـوة والتـي الشد السطحي، وا
ــي  ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــبس بلاتـ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــدود جیـ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــسائل وحـ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ـــشیة الــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــي أغــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ   هــــ

(Gibbs Platean Borders) (GPB) كما أن معدل تصریف الرغوة یمكن تحدیده مـن خـلال ،
  . نحافة هذه الأغشیة
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ة الرقیقـة، كمـا  الـشروط الدینامیكیـة علـى سـطوح الأغـشی(Abdul Ahad, 1994)درس 
 الشروط الحدودیة على سطوح الأغشیة الرقیقة لجریـان مـستقر وغیـر (Morshed, 1996)درس 

  . مستقر عندما تكون لزوجة السائل صغیرة جدا
 الــشروط الابتدائیــة (S. A. Suslov & A.J. Roberts, 1998)وبحــث كــل مــن 

  . لنموذج التزییت في جریان الأغشیة الرقیقة للموائع
 نمذجـة جریـان الطبقـة الرقیقـة مـع (L.W. Schwartz & R.V. Roy, 1999)درس 

 التحلیـل المحـاذي (Leonard W. Schwartz, 2001)تأثیر انحدار الشد الـسطحي، كمـا درس 
 عدم استقرار في الجاذبیة (L. Kondic, 2002)ودرس . في سیاق التوتر لجریان الطبقة الرقیقة
 الجریــان المــستقر لهــذه الأغــشیة علــى (Khider, 2003) لجریــان الأغــشیة الرقیقــة، كمــا درس

 ِ لفقاعة مستقرةَ حركة بطیئة)Prabir Daripa and Gelu Pasa,2010(سطح مائل،كما درس 
ً لزوجة صغیرة جدا في  ذوِلسائلالطول ِمحدودة  ِ   .  بصورة أفقیة الشعريِالأنبوبِ

 الأغـــشیة ضـــمن شـــروط وفـــي دراســـتنا هـــذه تطرقنـــا إلـــى تـــأثیر الأســـطح علـــى حركـــة هـــذه
  . حدودیة معینة

  
  -:النموذج الریاضي

  
  Governing Equations: المعادلات التي تحكم الجریان

 تمـثلان مركبتـي الـسرعة فـي v, u یمثـل متجـه الـسرعة للجریـان، وأن q = (u, v)لـیكن 
  .  یمثل الضغطP على الترتیب و y, xالاتجاهین 

 uالسرعة 

x 
  )x,y(  نموذج الفقاعة على المستوي یمثل:)1.1(شكل 

y 

 g 
  التعجیل
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  .  یمثل سمك الغشاءh (x, t) معادلة السطح الحر للغشاء، حیث أن y = h (x, t)لتكن 

1نحــصر اهتمامنــا بالحالــة التــي یكــون فیهــا 
x
h







 علــى المجــال x وبهــذا یمكــن 

إهمال الحد 
2

x
h






من معادلة الانحناء التي لها الصیغة الآتیة  :  

2
3

2

2

2

x
h1

x
h

K












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




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




             …………………………………….. (1) 

  : فتصبح بالصیغة الآتیة

2

2

x
hK




                ………………….………………….(2) 

أن المعادلات التي تحكم الجریان في نظام ثنائي البعد هي معادلـة الاسـتمراریة والتـي لهـا 
  : الصیغة الآتیة

0
y
v

x
u







                ………………..…………………(3) 

  

  :  وعلى الترتیبy, xفي الاتجاهین ) ستوكس-نافیر(ومعادلات حفظ الزخم معادلات 
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

           ……. (5) 

  .  التعجیل الأرضيg اللزوجة،  یمثل الكثافة، حیث أن 
          [1].وباستخدام نظریة التزییت

للتزییـت نفـرض بـان سـمك الغـشاء ) Hydrodynamic theory(فـي النظریـة الهایدروداینمیكیـة  
hیكـــون صـــغیرا جـــدا مقارنـــة مـــع طـــول الغـــشاء ولـــیكن مـــثلا L . حـــد القـــصور الـــذاتي إن 

x
uu

 

أن معـادلتي ة تكـون مـسیطرة تمامـا أي  قـوى اللزوجـفـأن  وبهذاقوى اللزوجةمع صغیر جدا مقارنة 
  : تختزلان إلى الصیغة الآتیة) 5(و ) 4(الزخم 

)sin(2

2

 g
y
u

x
P









        …………..………….. (6)  

)cos(g
y
P 



    …….…………..…….. (7)  
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 Boundary Conditions: الشروط الحدودیة
  No-slip condition: شرط عدم الانزلاق. 1

u = 0   at  y = 0   ……………...(8)  
  
 Normal – stress condition: شرط الجهد العمودي. 2

2

2

x
hP




      at  y = h  ……………………...………(9)  

  .  الشد السطحيحیث 
  
  ) Tangential stress conditions: (شرط جهد القص. 3

y
u

x 




      at   y = h  ………………………..…….(10)  

حیث 
x
انحدار الشد السطحي .  

  
  : العملیات الریاضیة

   : y بالنسبة لـ (6)نكامل المعادلة 

Aygy
x
P

y
u 





 )sin(  …………………………. (11)  

  . یمثل ثابت التكاملAحیث أن 
  : فنحصل على) 10( نستخدم المعادلة 

Ahgh
x
P

x







 )sin(

 

 أو

hgh
x
P

x
A )sin(









  ……………………………..…….(12) 

  : (11) في المعادلة (12)نعوض المعادلة 

hgh
x
P

x
ygy

x
P

y
u )sin()sin(  













   …………(13)  

   : y بالنسبة لـ (13)نكامل المعادلة 

)14....()sin(
2

)sin(
2

22

Bhyghy
x
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x
ygy

x
Pu 












    

  . یمثل ثابت التكاملBحیث أن 
  :  فنحصل على(14) في المعادلة (8)نستخدم المعادلة 

B = 0 ………………………………………………….……….….. (15)  
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   :  مع القسمة على (14) في (15)نعوض المعادلة 

y
x

yhyghyy
x
Pu













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
















 2
)sin(

2

22

 …………….(16) 

التصریف  Q[8]  له الصیغة:-  


h

0

dy)y(uQ  ……………………………..…………………..……. (17)  

  :  نحصل(17) في المعادلة (16)بتعویض المعادلة 

 

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 أو

x
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x
PQ

















 2
)sin(

33
1 2

33    ………….…..….……. (18)  

  :  فنحصل على(18) ونعوضها في المعادلة x بالنسبة لـ (9)نشتق المعادلة 

x
hhg

x
h

x
hQ



























 2
)sin(

33

2
3

2

23

 …………….…... (19)  

لان حركـــة الفقاعـــة بطیئـــة ) 0Q( كحالـــة خاصـــة نفـــرض أن التـــصریف یقتـــرب مـــن الـــصفر
  .وصغیرة جدا یمكن إهمالها

  :  فنحصل علىx بالنسبة لـ (19)ألان نكامل المعادلة 

Cxhghh
x
h



 323
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2

)sin(
23









   …………….…………. (20)  

  .  ثابت التكاملCحیث 
  

 Non-dimensional: المتغیرات اللابعدیة
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







)(fg)x(h
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 ………………………………….…….. (21)  

  : حیث أن

2
1,

2
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2
1,0  eEdDbBaA  

      -:نحصل على) 20( في المعادلة) 21(بتعویض المعادلة 
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2 في (22)نضرب المعادلة 
 gفنحصل على  :-   

2
32''3 .)sin(332


 gCffff   
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له البعد C حیث أن الثابت  
g

 2

  :   فنحصل على

1)sin(332 32''3   ffff  ………….………..………… (23)  
   : 2f3 على (23)نقسم المعادلة 

)sin(
2

31.
2
3

2
1

3
'' 


ff

f …………………….….………….(24)a 

   -:ألان نأخذ الحالات الآتیة
ـــة الأولـــى نفـــرض أن الزاویـــة  ــأن المعادلـــة 1f وان 0الحال  تـــصبح  a(24) وبـــذلك فـ

   -:بالصیغة 
1'' f   ………………………………………….……….…….(25)a 

:نحصل على   بالنسبة  a25   نكامل المعادلة 
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2
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f 
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  ………………….….…………….……… (26)a  

  ). 1.1(  مبین في الشكل a(26)ان حلول المعادلة و
  

  :  تصبح بالصیغةa(24) فان المعادلة 0الزاویة  الحالة الثانیة عندما
)sin(

2
31'' f   ……………………………..………….(25)b  

:  فنحصل على        نكامل المعادلةb(25) مرتین بالنسبة 

1
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2
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4
)( CCf    ………………….……… (26)b  

  ). 1.3( و ) 1.2(  مبین في الشكلین  b(26)وان حلول المعادلة 
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  : الاستنتاجات
من خلال دراستنا لحركة الجریان للموائع النیوتینیة وبصورة مائلة تبین من حلول المعادلة 

(26)a بأن سمك الغشاء ( f ) یساوي الواحد عندما ( = 0) وتبدأ الغشاء بالنقصان كلما اقتربنـا 
 حیـث بأن سمك الغشاء یتأثر بوجود الزاویة  تبین b(26)بینما من المعادلة . (  ± )من 

  .  باتجاهي الموجب والسالبأن سمك الغشاء یزداد وینقص بأخذ قیم مختلفة للزاویة 
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