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Abstract 
         The purpose of this research is the development of a Hybrid 

Technique for solving Boundary Value Problems (BVPs) linear &       

non-linear in Ordinary Differential Equations (ODEs). 

We display the hybrid method by using backward integration. In 

addition, we study the application of the hybrid method for solving BVPs 

with derivative boundary conditions. We used the hybrid method for 

solving BVPs from order third and fourth. And we ended discussion the 

results of the hybrid method by: 
 

1 –Increasing  the number  of estimations  for  the unknown  boundary  condition. 

2 -Decreasing the step size of the integration. 

3 -Using accurate interpolation formulae. 

4 -Using higher order integration methods. 

Finally, we studied the stability and error control of the hybrid method. 

 الممخص
جديدة أو أسموب ىجين جديد لحل مسائل القيم تطوير طريقة ىجينة غرض ىذا البحث 

.  الحدودية الخطية وغير الخطية في المعادلات التفاضمية الاعتيادية
وقد عرضنا الطريقة اليجينة باستخدام التكامل التراجعي لحل المعادلات التفاضمية 

اليجينة عمى مسائل القيم الحدودية ذات الشروط  طريقةفضلًا عن تطبيق ال, ( التكامل الرجعي)
واستخدمنا الطريقة اليجينة لحل  (Derivative Boundary Conditions)الحدودية المشتقة

 :مسائل القيم الحدودية من الرتبتين الثالثة والرابعة  وتم مناقشة نتائج الطريقة اليجينة من خلال
. دي المجيولزيادة عدد التخمينات لمشرط الحدو -1
. تقميل خطوة التكامل العددي -2
.  استخدام صيغ الاندراج الدقيقة -3
. اعتماد طرائق تكاممية ذات رتب عميا في البتر -4

. درسنا خاصية الاستقرارية والسيطرة عمى الخطأ في النياية
  مقدمة عن مسائل القيم الحدودية .1
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(Introduction about boundary value problems) 

أن الطرائق  العددية لحل المعادلات التفاضمية الاعتيادية يمكن أن تتوسع لحل نظام          
لمفترة  ىانفس مجيزة بالشروط الابتدائية عند نقطة النياية ىامن المعادلات ذات الرتب العميا ولكن

[a,b]  (end point)  إماa أوb  ابتدائية  وىذا ما يسمى بمسألة قيمة(IVPs) ي ىذا ف ناولكن
 (BVPs)سوف نفصل كيفية الحصول عمى الحل التقريبي لمسائل القيم الحدودية  لبحثا

ونلاحظ ذلك بوضوح في المسائل . المعادلات التفاضمية بالشروط المفروضة عند نقاط مختمفة
الفيزيائية حيث تعتمد الموقع أكثر من الزمن وفي اغمب الأحيان توصف المسألة الفيزيائية 

اضمية بالشروط المفروضة عند أكثر من نقطة ويتجسم ذلك في معادلة الجريان بمعادلة تف
 [9].الحراري
المعادلات التفاضمية من الرتبة الثانية بالشكل  بحثمسائل القيم الحدودية في ىذا التتضمن 

: الأتي
(1)              byay , ,bxa                         yyxfy  ,,                                                                          

ليس ليا حل أو  وبنظرة عامة فأن مسائل القيم الحدودية يمكن أن يكون ليا حل وحيد أو       
 [5]:من الحمول كما موضح في الأمثمة الآتية ليا عدد غير منتوهٍ 

    0,00  yy    yy       ليس لها حل .
    Byy  ,00    yy      لها عدد غير منتهي من الحمول(  xBxy sin  حيث

(. ابت اختياريأن ث
    01,00  yy      yy      لها حل وحيد(  xxxy sin

1sin

1cos1
cos1


 .)

. والمبرىنة الآتية توضح الفرضيات الخاصة بالحصول عمى الحل الوحيد لمسائل القيم الحدودية
 (1)مبرهنة 
بالشكل  fإذا كانت الدالة           bxayyxfy  ذات شروط حدودية    ,,,

      byay مستمرة في المنطقة    ,
   yybxayyxD المشتقات الجزئية وان   ,,:,,

   yyxfyfyyxfyf
yy

  . Dمستمرة عمى المنطقة    ,,,,,
لـ  0M إذا وجد ثابت مثلو

yy
ff ,  يحقق

   Dyyx  ,,                  0,, yyxf
y

(i)  
  Dyyx  ,,                   Myyxf

y


 ,, (ii) 
 .[15]اً وحيد تمتمك حلاً  (1)فأن مسألة القيمة الحدودية  
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 Shooting)أن أكثر الطرائق شيوعاً  لحل مسائل القيم الحدودية ىي طريقة القذف وىكذا ف

Method )ذلك سنوضح ولكن فييا من الصعوبات ما تحول دون استخدام الطريقة لعدة أسباب و
 .في البند اللاحق ىذه الأسباب

 
: [12] صعوبات الاستقرارية بتطبيق طريقة القذف  2.

Stability Difficulties with Implementation of Shooting Method: 

ثم إجراء , إن جَوُىر طريقة القذف ىو استبدال مسالة القيمة الحدودية بمسائل قيم ابتدائية    
وَفق أو تتَُطابق . تمك المسائلالتكامل عددياً ل ََ ََ ََ ََ ََ إن القيم الناتجة من التكامل تُ

(matched)  مع الشروط الحدودية    .
وىكذا فأن صعوبات الاستقرارية لطرائق التكامل العددي ستُوَرث بسيولة إلى حل مسألة القيمة 

ىذا واضح و) من استخدام شروط ابتدائية غير صحيحة اً إضافي اً ىناك قمق أنمعنى . الحدودية
 (.تخمينية ولذلك فيي تختمف عن القيم الحقيقة المضبوطة لأن القيم 

bxa من غير موجود لكل قد يكونولذلك فأن الحل          وفي ىذه الحالة لا نعرف كيف
أن ينجز باستخدام طريقة  نصحح القيم المخمنة لأن التكرار في المسائل غير الخطية لا يمكن

ىذه  المضبوط عند استخدامالتقصير الموجود في الحصول عمى الحل  وذلك بسببنيوتن 
. طريقةال

وىكذا فإذا كانت طريقة التكامل العددي من الطرائق وحيدة أو متعددة الخطوة فأن القيم     
تؤدي إلى عدم الاستقرارية المتأصمة وبذلك سوف تصبح  قدالمخمنة لمشروط الابتدائية المجيولة 

ن الطرائق التكاممية عدم الاستقرارية المحتثة ىي ناتجة ع فأنً  أخيراو: الطريقة غير مستقرة 
 .   الخطأ المتأصل فضلًا عن

محدد عندما يحتوي حل المعادلة  عمى نحوىر ولذلك فأن صعوبات الاستقرارية لطرائق القذف تظ
ط الحل ىي بالشكل شروو(. تنمو وتضمحل بسرعة)التفاضمية عمى شروط متزايدة بسرعة 

(0, xe ) ًلقيم في اجداً لأي تغير صغير  اً حل مسألة القيمة الابتدائية حساسسوف يكون إذا
فأن ( للااضمح) فإذا كان لدينا نمو كبير في الحل لممعادلة التفاضمية ولا يوجد تلاشي. الابتدائية
 . (Stiff)صمبة  المسألة ذلك يعني
لص من ىذه المعضمة الموجودة في طريقة القذف نستخدم الاندراج في تخمين القيم لتخلو        

 . وذلك باستعمال الطريقة اليجينة الحدودية المجيولة
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: [11]هجينة لحل مسائل القيم الحدوديةالطريقة ال .3 
The hybrid method for solving boundary value problems: 

  الآتيةقيم حدودية بالصيغة مسألة كن لدينا تل
(1)              byay , ,bxa                    yyxfy  ,,                                                                          
   

 الرتبة الأولىإلى نظام من المعادلات من  المسألة  بتحويلو           

      
2

1

yy

yy




 

  ينتج لدينا
                                                                                    

21
yy  

(2)     bax ,       by
1

  ,   ay
1

                 
212

,, yyxfy       
في الفترة ( 2)لحل النظام  ba,  نحتاج إلى قيمة ay

2
لمحصول عمى القيمة و .المجيولة 

 :الآتيةالحدودية المجيولة نتبع الخطوات 
فرض قيمة تخمينيةب :الخطوة الأولى 

0
s لـ ay

2
رنج ,اويمر)باستخدام  2))حل النظام نو  

خطوة  اللحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات ( الخ,......,كوتا  –  hh ,0   في
الفترة  ba,  نحصل عمىف  

01
mby . 

لـ  1s أخرى مختمفةتخمينية قيمة  بفرض :الخطوة الثانية ay2 وحل النظام            ( 
 ى ـــــلــنحصل ع في الخطوة الأولىنفسو الأسموب ب2) 

11
mby  .

  :وىكذا إلى
قيمة تخمينية أخرى مختمفة  بفرضف : nالخطوة      

n
s  لـ ay

2
 ىلـــــل عـصـحنـ 

 
n

mby 
1

. 
 :- نحصل عمى جدول البيانات الأتي وىكذا

( 1)  جدولال
 القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا 

ns ……… 
2s 1s 0s  aysi 2 

nm ……… 
2m 1m 0m  bymi 1 

 
جراء الاندراج  لاكرانج ,المحدد,نيوتن النسبية )صيغ الباستخدام إحدى وعند عكس الجدول أعلاه وا 

ن إيجاد قيمة يمك( الخ,....., ay
2

لـ التي تتوافق تبعاً    by
1

. 
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 : (Testing the hybrid method) اختبار الطريقة الهجينة .4
 . خطيةالالخطية وغير سوف نناقش في ىذا البند اختبار الطريقة لممسائل 

(   مسألة خطية(  )1)مثال 
yyyلحدوديةحل مسألة القيمة ا        2 ذات الشروط الحدودية    eyy  1,10 

الحل المضبوط)  xexy ) ؟ 
 :الحل

إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى                                                                  المسألة بتحويل

                                                                                   
2

1

yy

yy



 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                     ينتج لدينا                                                                                                                   

        eyy  1,10
11                                              

122

21

2yyy

yy



                                                      

لـ  الآتيةطريقة اليجينة نفرض القيم لحل المسألة بال    3,2,1,0,1:0
2

y  ونحل النظام
لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة  [3] لمطورةا باستخدام طريقة اويمر 

25.0h نحصل عمى الجدول الأتي :
( 2)جدول ال

 (1)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 
3 2 1 0 -1  02ysi  

4.391181 3.525069 2.658957 1.792845 0.926733  11ymi  
   

جراء الاندراج وعند وتعويض    [2]استخدام صيغة لاكرانج ب عكس الجدول أعلاه وا 
  ey 11 يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا   06849556.102 yالحل  في حين أن

المضبوط ىو   0.102 y  06849556.0أي أن الخطأ ىوerr  .
 

( غير خطية مسألة( )2)مثال 

حل مسألة القيمة الحدودية  23

2
2

2

1
yy

x
y    ذات الشروط الحدودية

   
3

4
2,11  yy ( الحل المضبوط 

1

2




x

x
xy)   ؟

   :الحل
  المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى ينتج لدينا    بتحويلبعد 
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     
3

4
2,11

11
 yy                           

 22
2

1
1

3

122

21

yy
x

y

yy





 

لـ  الآتيةلحل المسألة بالطريقة اليجينة نفرض القيم   3,2,1,0,1:1
2

y  ونحل النظام باستخدام
حصل عمى الجدول ن 25.0hلحل مسائل القيم الابتدائية ذات خطوة   المطورة  طريقة اويمر

 :الأتي
( 3)جدول ال

 (2)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 
3 2 1 0 -1  12ysi  

4.092262 2.887546 1.825446 0.843058 -0.112889  21ymi  

جراءعكس الجدول أعلاه  وعند ويض وتع [2] استخدام صيغة لاكرانجب الاندراج  وا  
4

3
2

1
y 

يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى  وا   50573909.01
2

y الحل المضبوط  في حين أن
ىو   5.01

2
y  00573909.0أي أن الخطأ ىوerr  .

   

( مسألة خطية(  )3)مثال 
xyyxyحل مسألة القيمة الحدودية   2.43  ات الشروط ذ

الحدودية    9.11,00  yy  ( الحل المضبوط  xxxy 9.03 ) ؟ 
    :الحل
 بتحويل المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى ينتج لدينا    بعد 

        9.11,00
11

 yy                             
xyxyy

yy

2.43
122

21



     

لـ  الآتيةمسألة بالطريقة اليجينة نفرض القيم لحل ال  3,2,1,0,1:0
2

y  ونحل النظام باستخدام
وبذلك . 25.0h طريقة اويمر المطورة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 

 :نحصل عمى الجدول الأتي
( 4)جدول ال

 (3)قابمة ليا لممثال القيم التخمينية والحمول الم
3 2 1 0 -1  02ysi  

4.542236 3.239836 1.937437 0.635038 
-

0.667360 
 11ymi  
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جراء الاندراج  وعند وتعويض  [2]استخدام صيغة لاكرانج ب عكس الجدول أعلاه وا 
  9.11

1
y يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا   97132438.00

2
y الحل  نافي حين

المضبوط ىو   9.00
2

y  07132438.0أي أن الخطأ ىوerr . 
 

(   مسألة غير خطية(  )4)مثال 
yyyyحل مسألة القيمة الحدودية   ذات الشروط الحدودية   3   

3

1
2,

2

1
1  yy                                 

الحل المضبوط ) 
 1

1




x
xy)  ؟ 

   :الحل
 بتحويل المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى ينتج لدينا    بعد 

              
3

1
2,

2

1
1

11
 yy                           

21

3

12

21

yyyy

yy



 

لـ  الآتيةفرض القيم لحل المسألة بالطريقة اليجينة ن  3,2,1,0,1:12 y  ونحل النظام باستخدام
نحصل  25.0hطريقة اويمر المطورة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 

 :عمى الجدول الأتي
( 5)جدول ال

 (4)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 
3 2 1 0 -1  12ysi  

3.751514 2.466657 1.449006 0.554237 -3.860071  21ymi  
جراء الاندراج  وعند استخدام صيغة لاكرانج وتعويض ب عكس الجدول أعلاه وا  

3

1
21 y  يجاد وا 

القيمـــة المقابمة لـيا نحصل عمى   25372986.012 y الحل المضبوط ىو  ين أنفي ح
  25.012 y  00372986.0أي أن الخطأ ىوerr     . 

 

: [11]لحل مسائل القيم الحدودية  التراجعية الطريقة الهجينة .5
The backward hybrid method for solving boundary value problems: 

ت التفاضمية في عممية تخمين القيمة سوف نستخدم التكامل التراجعي لحل المعادلا
الحدودية المجيولة  ay2  ابتدءاً منb  إلىa  ذات خطوة  hh  ,0    .

 ليكن لدينا مسألة قيمة حدودية من الرتبة الثانية 
(1)           byay , ,bxa                     yyxfy  ,,                                                                          
  ينتج لدينا إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى( 1)رتبة النظام  تحويلعد بو
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21

yy   
(2)  bax ,                      by

1
  ,   ay

1
      

212
,, yyxfy  

في الفترة  (2) لحل النظام ba,  نحتاج إلى قيمة ay
2

مة لمحصول عمى القيو .المجيولة 
: تيةالمجيولة نتبع الخطوات الآ

بفرض قيمة تخمينية :الخطوة الأولى  
0

r لـ by
2

في الفترة ( 2)وحل النظام    ba,  ذات
خطوة سالبة    hh   نحصل عمى  aإلى  bابتداء من 0, 

01
may     

بفرض  :الخطوة الثانية    
1

r لـ by
2

 نحصل عمى   
11

may . 
وىكذا إلى 

فرض فب:  nالخطوة    
n

r لـ by
2

 نحصل عمى     
n

may 
1

    . 
 :نحصل عمى جدول البيانات الأتي هوعمي

( 6)جدول ال
 القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا 

nr ……… 
2r 1r 0r  byri 2 

nm ……… 
2m 1m 0m  aymi 1 

جراءعند عكس الجدول أعلاه و نيوتن النسبية )صيغ الباستخدام إحدى الاندراج  وا 
يمكن إيجاد قيمة ( الخ,.....,لاكرانج ,المحدد, by

2
التي تتوافق تبعا لـ   ay

1
ثم نحل  .

في الفترة  (2)النظام  ba,  ذات خطوة سالبة  hh   بالشروط aإلى  bابتداء من  0,
)الابتدائية  by

1
القيمة التي حصمنا عمييا,   by

2
عمى قيمة نحصل (    ay

2
 

.  المجيولة
 :(Testing the backward hybrid method)التراجعية لطريقة الهجينةااختبار  .6 

(   مسألة غير خطية(  )5)مثال 
2yyحل مسألة القيمة الحدودية  ذات الشروط الحدودية    2ln2,01  yy ( الحل

المضبوط   xxy ln) ؟ 
 :الحل
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى ينتج لدينا                                                                     تحويلعد ب

      2ln2,01
11

 yy                                      
2

22

21

yy

yy



 
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                                            الآتيةنفرض القيم  التراجعية لطريقة اليجينةلحل المسألة با        
لـ   0.1,5.0,0.0,5.0,0.1:2

2
y كوتا التراجعية من  –رنج ) ونحل النظام باستخدام طريقة

ابتداء  125.0hلحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة  [4](المرتبة الرابعة
: نحصل عمى الجدول الأتي وبذلك.1إلى  2من 

a(7 )جدول ال
 (5)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 

1.0 0.5 0.0 -0.5 -1.0  22yri  
-3.637063 0.000040 0.693147 1.098612 1.386290  11ymi  

 
جراء وعند استخدام صيغة لاكرانج وتعويض بلاندراج ا عكس الجدول أعلاه وا   011 y يجاد وا 

القيمة المقابمة ليا نحصل عمى   50002070.02
2

y  أعلاه باستخدام في وعند حل النظام
لحل مسائل القيم الابتدائية ذات ( كوتا التراجعية من المرتبة الرابعة  –رنج ) طريقة 
125.0h  بالشروط الابتدائية   1إلى  2ابتداء من

(    50002070.02,2ln2
21

 yy ) نحصل عمى  00007990.11
2

y  في حين
الحل المضبوط ىو أن   0.11

2
y  510990.7أي أن الخطأ ىو err  .

لحل ( لمرتبة الرابعة كوتا التقدمية من ا –رنج ) أعلاه باستخدام طريقة  في ولكن عند حل النظام
وبفرض القيم لـ  125.0hمسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات خطوة 

  0.1,5.0,0.0,5.0,0.1:1
2

y  يجاد القيم المقابمة ليا من وا  2
1

y نحصل عمى جدول 
:  البيانات الأتي

b(7  )جدول ال
1.0 0.5 0.0 -0.5 -1.0  12ysi  

0.693143 0.405464 0.00000 -0.693142 -4.330210  21ymi  
جراء الاندراج لـ  وعند عكس الجدول وا   2ln2

1
y  يجاد الق باستخدام صيغة لاكرانج مة يوا 

المقابمة ليا نحصل عمى   00000832.11
2

y  أي أن مقدار الخطأ
610320.8 err . 
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: تطوير الطريقة الهجينة لحل مسائل القيم الحدودية ذات الشروط الحدودية المشتقة .7
Developing the hybrid method for solving boundary value problems 

with derivative boundary conditions: 
 
                                               قة بالصيغة التالية   كن لدينا مسألة قيم حدودية ذات شروط حدودية مشتتل

(3)              by  ,    ay   bax ,             yyxfy  ,, 

 

ينتج لدينا  لأولىأعلاه إلى نظام من المعادلات من الرتبة ا في المسألة تحويلعد بو 
        

21
yy   

(4)                  by
2

  ,   ay
2

   bax ,      
212

,, yyxfy        
 

في الفترة ( 4)لحل النظام      ba,  نحتاج إلى قيمة ay
1

لمحصول عمى و .المجيولة 
 : الآتيةالقيمة الحدودية المجيولة نتبع الخطوات 

بفرض قيمة تخمينية :الخطوة الأولى         
0

l لـ ay
1

في الفترة ( 4)وحل النظام    ba, 
ذات خطوة    hh ,0   نحصل عمى  

02
mby  .   

لـ  1lبفرض   :الخطوة الثانية     ay1 نحصل عمى   12 mby  . 
: وىكذا إلى

لـ  nlبفرض ف : nالخطوة     ay1  نحصل عمى  nmby 2   .
 :وىكذا نحصل عمى جدول البيانات الأتي

( 8)  جدولال
 القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا 

nl ……… 
2l 1l 0l  ayli 1 

nm ……… 
2m 1m 0m  bymi 2 

 
جراء الاندراج و لاكرانج ,المحدد,نيوتن النسبية )صيغ الباستخدام إحدى عند عكس الجدول أعلاه وا 
يمكن إيجاد قيمة ( الخ,....., ay1 لـ التي تتوافق تبعا  by2. 
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اختبار التطوير الجديد لمطريقة الهجينة لحل مسائل القيم الحدودية ذات الشروط الحدودية  .8 
: المشتقة

Testing the new developing for hybrid method for solving boundary 

value problems with derivative boundary conditions: 
(   مسألة خطية)(  6)مثال 

1حل مسألة القيمة الحدودية
2

1 2  xyy  ذات الشروط الحدودية

المشتقة    1
2

1,5.00 
e

yy (الحل المضبوط  )(
2

1 2xexy x ) ؟

 :الحل 
 ينتج لدينا   المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى تحويلعد ب

       1
2

1,5.00
22


e

yy                         
1

2

1 2

12

21





xyy

yy

      

لـ  الآتيةلحل المسألة بالتطوير الجديد لمطريقة اليجينة نفرض القيم   3,2,1,0,1:0
1

y  ونحل
نحصل عمى  1.0hذات خطوة ( كوتا من المرتبة الرابعة -رنج )النظام باستخدام طريقة 

: الجدول الأتي
( 9)جدول ال

 (6)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 
3 2 1 0 -1  01yli  

3.297141 2.121941 0.946741 -0.228458 -1.403658  12ymi  
   

جراء الاندراج وعند وتعويض  استخدام صيغة لاكرانجب عكس الجدول أعلاه  وا 

  1
2

1
2


e

y يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى وا   49999956.00
1

yفي حين أن 

الحل المضبوط ىو   5.00
1

y 7104.4وأي أن الخطأ ه err .
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: ات مختمفةانسين الطريقة الهجينة باستخدام تقتح .9 
Improving the hybrid method by using different techniques: 

( 4)سوف يتم في ىذا البند تحسين النتائج التي حصمنا عمييا في حل الأمثمة السابقة في البند 
  التقنيات الآتية  باستخدام

 Using higher order integration )رتب عميا تكاممية ذات استخدام طرائق 1-9  

methods) .
لـ  تيةالآبالطريقة اليجينة نفرض القيم ( 1)لحل المثال   3,2,1,0,1:0

2
y  وباستخدام طرائق

 2.0hلحل المعادلات التفاضمية ذات خطوة  (ادم باشفورت,ميمن,كوتا-مثل رنج)عديدةتكاممية 
 :نحصل عمى جدول البيانات الأتي

a(10 )جدول ال
في عممية تخمين  (1)المثال يبين تأثير الطرائق العددية لحل  ay

2
 

 
وتعويض  وعند استخدام صيغة لاكرانج  ey 1

1
يجاد القيم التي تتوافق   نحصل  معياوا 

                                                 :عمى جدول البيانات الأتي
b(10 )جدول ال      

 (1)الحل المضبوط لممثال ب العددي مقارنة الحل

الخطأ 
الحل المضبوط 

ل 02y 
الحل العددي 

لـ 02y  الطرائق العددية

0.05737977 

0.00305663 

0.00031221 

0.00003580 

1.00000000 

1.00000000 

1.00000000 

1.00000000 

1.05737977 

1.00305663 

1.00031221 

1.00003480 

المطورة  اويمر
ادم باشفورت 

ميمن 
كوتا -رنج

 [4]اويمر المطورة [2]ادم باشفورت [16]ميمن [4]كوتا-رنج
 11y    
  02y 

0.996361 

1.857306 

2.718251 

3.579196 

4.440141 

0.995958 
1.856985 

2.718013 

3.579040 

4.440068 

1.002783 

1.859223 
2.715664 

3.572105 

4.428545 

0.933544 
1.801025 

2.668506 

3.535986 

4.403467 

-1 

0 

1 

2 

3 
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كيفية تأثير الطرائق العددية في الحصول عمى الحل العددي  السابقنلاحظ من الجدول       
من جية و.يقل الخطأ عند استخدام طرائق ذات رتب عميا لمبتر اذالقريب من الحل المضبوط 

 تقميل الخطوة لمحل في عممية تخمين  يحسن أخرى ay
2

فعند  واضح عمى نحوالنتيجة   
وعند استخدام طريقة اويمر المطورة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة   (1)لمثالاقارنة م

حصمنا عمى قيمة   25.0hالثانية ذات خطوة   0684424.10
2

y أما عند حل المثال
 2.0hاويمر المطورة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات  بطريقة 9-1في البند

نحصل عمى   05737977.10
2

y  وبذلك نحصل عمى مقدار التحسن وىو
  .يوضح ذلك التأثير الآتيوالبند  01106263.0

. الطريقة أداء في خطوة التكامل حجم تأثير 2-9 
The effect of step size of the integration for the method performance. 

لـ  الآتيةنفرض القيم  اذبالطريقة اليجينة ( 2)نعيد حل المثال   3,2,1,0,1:1
2

y  وباستخدام
لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات  [4](كوتا من المرتبة الرابعة-رنج)      طريقة
: نحصل عمى جدول البيانات الأتي  h:05.0,125.0,25.0,5.0خطوة 

a(11 )جدول ال
فيو تأثير تقميل الخطوة لمحل في عممية التخمين لـ  يتضح 12y 

05.0h 125.0h 25.0h 5.0h 
 21y 

 12y 
-0.103111 

0.849913 

1.830372 

2.895802 

4.118689 

-0.103112 

0.849912 

1.830373 

2.895803 

4.118671 

-0.103121 

0.849901 

1.830385 

2.895819 

4.118433 

-0.103235 
0.849737 

1.830527 

2.896083 

4.115924 

-1 

0 

1 

2 

3 

وعند استخدام صيغة لاكرانج للاندراج وتعويض  
3

4
2

1
y  يجاد القيم التي تتوافق تبعاً ليا وا 

  :نحصل عمى جدول البيانات الأتي
b(11 )جدول ال

 (2)مقارنة الحل العددي مع الحل المضبوط لممثال 

الحل المضبوط الخطأ 
لـ 12y 

الحل العددي 
لـ 12y  قيم الخطوةh 

0.00011200 

0.00007050 

0.00006876 

0.00006864 

0.50000000 
0.50000000 

0.50000000 
0.50000000 

0.50011200 
0.50007050 
0.50006876 
0.50006864 

0.500 

0.250 

0.125 

0.050 
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العلاقة الطردية بين دقة الحل  وبوضوح أعلاه في نلاحظ بصورة واضحة من الجدول
كما وضحنا سابقاً تأثير و كذلك ونلاحظ. العددي والخطوة المستخدمة لمحل في عممية التخمين 

اويمر المطورة لحل مسائل )بطريقة ( 2)عند حل المثال  اذالطريقة العددية في عممية التخمين 
31073909.5كان الخطأ ىو( 25.0hالقيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات  err  ولكن

كوتا من المرتبة الرابعة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة  -رنج )عند حل المسألة بطريقة 
51005.7أصبح الخطأ اقل وىو( 25.0hالثانية ذات  err   والفرق في التحسن ىو 

31066859.5 . 
 

     .تحسين النتائج بزيادة عدد التخمينات لمقيمة الحدودية المجهولة  3-9 
Improving the results by increasing the number of estimations for 

unknown boundary value.  

ة كوتا من المرتب-رنج)بالطريقة اليجينة ولكن باستخدام طريقة ( 3)حل المثال  ويتضح ذلك في
وبفرض القيم التخمينية ( 25.0hالرابعة لحل المعادلات التفاضمية من الرتبة الثانية ذات 

لـ   الآتية  3,2,1,0,1:0
2

y نحصل عمى جدول البيانات الأتي: 
a(12 )جدول ال

 كوتا  -باستخدام طريقة رنج  (3)حل المثال 
3 2 1 0 -1  02ysi  

4.699055 3.365907 2.0327589 0.699610 -0.633537  11ymi  
جراء الاندراج باستخدام صيغة لاكرانج وتعويض             وعند عكس الجدول وا   9.11

1
y 

يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى  وا   54389004170366.00
2

y  أي أن مقدار
4101703665438.4الخطأ  err . كوتا من -رنج)باستخدام طريقة ( 3)نعيد حل المثال

ولكن بزيادة عدد ( 25.0hالمرتبة الرابعة لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثانية ذات 
لـ         القيم التخمينية المفروضة 02y لـ  نستخدم القيم  اذ

  0.3,5.2,0.2,5.1,0.1,5.0,0.0,5.0,0.1:0
2

y نحصل عمى جدول البيانات الأتي: 
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b(12 )جدول 
 مع زيادة عدد التخمينات  (3)حل المثال 

 11ymi   02ysi  
-0.633537 

0.033036 

0.699610 

1.366184 

2.032758 

2.699332 

3.365907 

4.032481 

4.699055 

-1.0 

-0.5 

0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 
أعلاه وعند إجراء الاندراج باستخدام صيغة لاكرانج وتعويض  في وبعكس الجدول  9.11

1
y 

يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى  وا   121929004170000.00
2

y  أي أن مقدار
4101700001292.4الخطأ  err  عدد  نلاحظ وجود علاقة عكسية بين الخطأ وزيادةكما

زيادة عدد التخمينات لـ  أنواضح جدا ً من الالتخمينات و 02y  من خمسة تخمينات إلى تسعة
810553146.2نحو الحل المضبوطً وىو التحسن ايجابياً  أدت أن يكون تخمينات   .

.  استخدام صيغ الاندراج الدقيقة  4-9
Using accurate interpolation formulae. 

سوف نوضح في ىذا البند كيفية تأثير صيغ الاندراج في الحصول عمى قيمة          ay
2

 
من حل القيم التخمينية لـ ( 5)حصمنا عمى الجدول ( 4)ففي المثال  1

2
y  وسوف نقوم بالاندراج

لـ     312
1

y يجاد القيم المقاب َِ وبذلك نحصل وا  َِ َِ لة ليا باستخدام عدة صيغ للاندراجِ
 :عمى الجدول الأتي

( 13)جدول ال
يبين تأثير صيغ الاندراج في الحصول عمى قيمة  12y 

قيم الخطأ  12y  قيم المضبوطة 12y صيغ الاندراج  العددية 12ysi   21ymi  

0.00372986 

0.00192508 
0.00372986 
0.00372986 

-0.2500000 

-0.2500000 

-0.2500000 

-0.2500000 

-0.25372986 

-0.24807492 

-0.25372986 

-0.25372986 

 [2]صيغة لاكرانج

 [9]الشريحة

 [1]المحدد

 [10]نيوتن النسبية

-1 
0 

1 

2 

3 

-3.860071 

0.554237 

1.449006 

2.466657 

3.751514 

 
للاندراج في عممية الحصول  (Spline)[9]أعلاه أفضمية طريقة الشريحة في نلاحظ من الجدول

 .عمى تخمين مضبوط لمقيمة الحدودية المجيولة
:  لحل مسائل ذات رتب عميا لطريقة الهجينةاستخدام ا .10
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Using the hybrid method for solving problems of higher order:   
 .الثالثة والرابعة تينلرتبلحل مسائل من ا الطريقة اليجينةا البند في ىذ ستخدمسوف ن

   
(   مسألة غير خطية من الرتبة الثالثة(  )7)مثال  

yyyحل مسألة القيمة الحدودية   ذات الشروط الحدودية   2
      2ln2,11,01  yyy (الحل المضبوط   xxy ln)   ؟

 : الحل
 المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى  بتحويل  

                  
3

2

1

yy

yy

yy







 

ينتج لدينا             

   

  11

2ln2,01

2

11





y

yy                                    
323

32

21

2 yyy

yy

yy







           

لـ  الآتيةطريقة اليجينة نفرض القيم لحل المسألة بال  3,2,1,0,1:1
3

y  ونحل النظام باستخدام
لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الثالثة  [4]  (كوتا من المرتبة الرابعة –رنج )       طريقة

:  نحصل عمى الجدول الأتي وبذلك 1.0hذات خطوة 
( 14)جدول ال

 (7)لتخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال القيم ا
3 2 1 0 -1  13ypi  

1.718420 1.503011 1.265959 1.000000 0.693150  21ymi  
 

جراء الاندراج  وعند      استخدام صيغة لاكرانج وتعويض ب عكس الجدول أعلاه وا 
  2ln21 y يجاد القي  مة المقابمة ليا نحصل عمىوا   00000845.113 y الحل  في حين أن

المضبوط ىو   0.113 y  61045.8أي أن الخطأ ىو err    .
   

(   مسألة خطية من الرتبة الرابعة(  )8)مثال  
حل مسألة القيمة الحدودية  

2

1
24  xyyy ة  ذات الشروط الحدودي

        eyyyy 
12

1
الحل المضبوط) 1,10,10,10  xexxy  3

12

 ؟  (1
 :  الحل 
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المسألة إلى نظام من المعادلات من الرتبة الأولى  بتحويل

         

4

3

2

1

yy

yy

yy

yy









             

ينتج لدينا    

           
   

 

  10

,10

12

1
1,10

3

2

11







y

y

eyy

                   

2

1
2

434

43

32

21









xyyy

yy

yy

yy

 

لـ  الآتيةلحل المسألة بالطريقة اليجينة نفرض القيم   3,2,1,0,1:0
4

y  ونحل النظام باستخدام
لحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الرابعة ذات خطوة ( كوتا من المرتبة الرابعة –رنج ) طريقة

1.0h نحصل عمى الجدول الأتي  :
 

( 15) جدولال
 (8)القيم التخمينية والحمول المقابمة ليا لممثال 

3 2 1 0 -1  04ypi  
3.018835 2.874020 2.728205 2.584390 2.439575  11ymi  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

جراءعكس الجدول أعلاه  وعند وتعويض استخدام صيغة لاكرانج ب الاندراج  وا   ey 
12

1
1

1
 

يجاد القيمة المقابمة ليا نحصل عمى  وا   50001838.10
4

y  بينما الحل المضبوط ىو
  5.10

4
y  510838.1أي أن الخطأ ىو err      . 

 
فإذا كان المثال السابق بالشروط الحدودية الآتية    

                                      eyeyyy 
4

1
1,

12

1
1,10,10 

لمثال بعد تخفيض النظام سوف يصبح بالشكل احل فأن 
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   

    eyy

eyy





4

1
1,10

12

1
1,10

22

11

                   

2

1
2

434

43

32

21









xyyy

yy

yy

yy

 

تخمينية لكل من  اً ونفرض قيم    0,0
43

yy كوتا من  –رنج ) ونحل النظام باستخدام طريقة
نحصل عمى  05.0hلحل مسائل القيم الابتدائية من الرتبة الرابعة ذات خطوة و( الرتبة الرابعة
:        الجدول الأتي

 
( 16)جدول 

القيم التخمينية المفروضة لـ    0,0 43 yy  (8)والحمول المقابمة ليا لممثال 
 12y  11y  04y  03y 

-0.682606 

-0.253956 

0.174693 

0.603342 

1.031992 

0.607025 

1.035675 

1.464324 

1.892974 

2.321624 

1.896657 

2.325306 

2.753956 

3.182606 

3.611256 

3.186289 

3.614938 

4.043588 

4.472238 

4.900888 

4.475920 

4.904570 

5.333220 

5.761870 

6.190520 

1.292643 

1.437459 

1.582275 
1.727091 

1.871907 

1.866109 

2.010925 

2.155741 

2.300557 

2.445373 

2.439575 

2.584391 

2.729207 

2.874022 

3.018838 

3.013040 

3.157856 

3.302672 

3.447488 

3.592304 

3.586526 

3.731322 

3.876138 

4.020954 

4.165770 

-1 

0 

1 

2 

3 

-1 

0 

1 

2 

3 

-1 

0 

1 

2 

3 

-1 

0 

1 

2 

3 

-1 

0 

1 

2 

3 

-1 

-1 

-1 

-1 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

3 

3 

 
وعند عكس الجدول السابق وبجعل   1,1

21
yy أولًا ثم   0,0

43
yy  جراء الاندراج ثانياً وا 

وتعويض  [3]الثنائي البعد    eyey 
12

1
1,

4

1
1

21
يجا  د القيم المقابمة ليا نحصل وا 

عمى   0000027711.10
3

y  بينما الحل المضبوط ىو  0.10
3

y  أي أن الخطأ ىو
610771.2 err و  499993592.10

4
y الحل المضبوط ىو  في حين أن

  5.10
4

y  610408.6أي أن الخطأ ىو err. 
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 :تقارب الطريقة الهجينة لحل مسائل القيم الحدوديةوالاستقرارية تحميل  .11
Stability and Convergence Analysis of the hybrid method for solving 

boundary value problems: 
مرحمة حل المعادلة .من الواضح جدا أن الطريقة اليجينة المطورة تحتوي عمى مرحمتين         
الاستقرارية والاتساق والتقارب  عدد من الباحثينوقد وضح  .ة الاعتيادية ومرحمة الاندراجالتفاضمي
ودي بور كونت و [14](Lambert 1974)لامبرت معادلات التفاضمية الاعتيادية لحل ال

(Conte, de-Boor 1981)[7]  [13,12]وخمف(Khalaf 1990,2000). أما في ما يخص
يتحدث  [8](17)حل المعادلات التفاضمية الاعتيادية فالجدول البحث عن أفضل طريقة عددية ل

أنواع من الطرائق العددية لحل المعادلات التفاضمية الاعتيادية من حيث الدقة  بين عن مقارنة
: والاستقرارية وسيولة تغير خطوة التكامل

( 17)جدول ال
 [8]الطرائق العددية لحل المعادلات التفاضمية بين مقارنة

سيولة تغير موصى بيا 
 hالخطوة

الخطأ الاستقرارية 
المحمي 

الطريقة النوع 

لا 
نعم 
لا 
نعم 

سيمة 
سيمة 
صعبة 
صعبة 

جيدة 
جيدة 
ضعيفة 
جيدة 

 3hO 
 5hO 
 5hO 
 5hO 

وحيدة الخطوة 
وحيدة الخطوة 
متعددة الخطوة 

ة الخطوة متعدد

اويمر المطورة 
( مرتبة رابعة)كوتا-رنج

ميمن 
ادم 

    
  أن اً ديج معروفوىكذا  
الاستقرارية + الاتساق  →تقارب الطريقة العددية لحل المعادلات التفاضمية  
 في  وجد مشكمةتلاستقرارية وكذلك لا ا في أما في مرحمة الاندراج فلا يوجد مشكمة         
عبر زيادة عدد  ذلكو اً نحتاج من مرحمة الاندراج جعل التخمين الدقيق ممكنفقط ونحن  لتقارب ا

الى نحتاج في مرحمة الاندراج  نناأي .د للاندراج ذات رتب عمياالتخمينات واستخدام متعددة حدو
 اهالخطأ في الاندراج قد أعطتقميل الخطأ الناتج عن الاندراج وىذا يمكن أن يعمل بسيولة لان 

 :بالشكل الأتي [7](Conte, de-Boor 1981)ر كونت و دي بو
 

(5)                                   
   
 

 








n

j
j

n

n
xx

n

f
xpxfxe

0

1

0
!1

 
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عندما  xf  دالة القيمة الحقيقة المعرفة عمى الفترة المغمقة ba, والقابمة للاشتقاق  1n  من
المرات في  ba,  و xp

n
لـ  التقريبية متعددة حدود  xf  في 1n  لمنقاط المميزة

nxxx ,...,, في  10 ba,,     baxandbax ,,,, .من الصيغة  واضحال فمن
لطريقة ادقة عدد التخمينات وىكذا يمكن زيادة ندراج يتناقص عند زيادة لاا في أن الخطأ( 5)
لات التفاضمية متقاربة بدقة لمعاداطة زيادة عدد التخمينات واستخدام طرائق تكاممية لحل سابو

: يمكن أن نعرض القضية الآتية والآن
 

الطريقة التكاممية لحل إذا كانت  الطريقة اليجينة لحل مسائل القيم الحدودية متقاربة :قضية    
 .  المعادلة التفاضمية لمقيم التخمينية متقاربة وطرائق الاندراج دقيقة

 
 

:  Conclusions and Suggestions))    الاستنتاجات والاقتراحات .     12
إن أىم ما تناولو البحث ىو مسائل القيم الحدودية لممعادلات التفاضمية الاعتيادية من الرتب 

التي تعد من الأمور الميمة في الرياضيات  خطيةالوغير الثالثة والرابعة الخطية نية والثا
. والفيزياء
 مسائل القيم الحدودية ذات الرتب لحل (Hybrid Method)الطريقة اليجينة  تماستخدكذلك 

استخدام الطريقة لحل مسائل القيم الحدودية ذات الشروط  فضلًا عنالثانية والثالثة والرابعة 
وقد لوحظ عند استخدام الطريقة  (Derivative Boundary Conditions) دودية المشتقةالح

اليجينة أن استخدام طرائق الاندراج الدقيقة واستخدام طرائق تكاممية ذات رتب عميا في البتر 
تزيد من  عوامل جميعاً ة الحدودية المجيولة وتقميل خطوة التكامل وزيادة عدد التخمينات لمقيم

 .الناتج وتقميل الخطأ والحصول عمى الحل العددي القريب من الحل المضبوطتحسين 
 

: إما المقترحات تتمخص بما يمي
 الجافة  مسائل الـقـيم الـحدوديـة الصمبة عمىإجراء دراسة إمكان تطبيق الطريقة اليجينة  -1

(Stiff BVPs). 
 .  في الحاسبات المتوازية اليجينة استخدام الطريقة -2
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