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ABSTRACT 

This paper deals with the well known Henon map. Its main 

properties are studied as well as a non deterministic form. Least 

squares estimates of parameters of the non deterministic model 

are driven and a case study from animal ecology is studied, 

where the population size of the Canadian lynx animal is 

considered as a time series. The embedding dimension of this 

time series is estimated and then a mathematical model of the 

form of suggested non deterministic (stochastic) model is fitted . 

The chaotic property of this series is studied throughout the fitted 

model.          
Keywords: time series, Henon map, Least squares, stochastic 

model, chaotic, animal ecology. 

 دراسة عن تطبيق هينون مع حالة دراسية من علم البيئة 
 هادي عبد إنعام                      الخياط       ذنون باسل يونس 

 قسم الرياضيات 
 جامعة الموصل /كلية علوم الحاسبات والرياضيات 

 03/2004/ 22تاريخ قبول البحث               2003/ 09/ 22تاريخ الاستلام: 
 الملخص

وتللس ا الائللا    .مللا التيق للم المعللروي  تيق للم    للو   بحلل  ال اعامللل  لل  تي      
وتشلتم مدلس ات المراعلات الئل ر  . شللل ي لر محلس  فضل  عل  العامة لهل ا التيق لم 

الت  لر فلح ح لم  يلس ا اذ ، تقر حالة   اسية م    ئلة الح لوا لل موذج ي ر المحس  وتع
يللتم لاوت تدللسير البعللس الم مللو  الك للسب  وصلللس سلسلللة .م يللة . و  وشللمم تمللا ح للوا  ال
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له ه السلسلة الزم ية وم  ثم ي  م لها نموذج  ياضلح ششللل تيق لم    لو  التئلا فح 
 .وتس ا الااصية ال يشانية له ه السلسلة م  خ ل   ا ال موذج

س سل .م ية، تيق م    و ، المراعات الئ ر ، نموذج الكلمات المفتاحية: 
 ا .تئا فح، جيشا ،   ئة الح و 

 . المقدمة 1
 ذو شعللللسي  لللللل  م Iterative mapإ  تيق للللم    للللو   للللو تيق للللم تكللللرا ب        

ك موذج  Henon  (1976)حلول جيشانية.وقس لاقترحس  الللكح اللرنسح ولسالسي اميلية  
وك موذج  ياضح للسلوك ال يشانح ذب  Poincare Mapمبسط م  تيق م  ونكا يس 

تكللو  شالئللي ة لاتتيللة   اجللا  2Rتيق للم    للو  فللح البعللسي . إ  الئللي ة الرياضللية ل
 (:[6]المئس 

( )1                                                                              ,   ),1(),( 2 dxybxyxH +−=

 Bifurcation ملللللا ثا تلللللا  موجبلللللا  عمللللل    معلمتلللللح تشلللللع   dو bح للللل  لا  

Parameters   ولاd  للح ابللا   علل  منيللاا ل سللبة Rate انكمللاا المسللاحةArea 

Contraction (Dissipation)التيقيدلللات ذوات  . ويعلللس تيق لللم    لللو  مللل  لاك لللر
.وع لللسما  yو xالبعلللسي  عموميلللة ويتمتلللا شااصلللية كلللو  اتنكملللاا  يلللس  مسلللتد  عللل  

فأ  تيق م    لو  يتحلول إللط تيق لم ترايعلح والل ب عللو  مرافدلا للتيق لم  d=0تكو  
، وا  قسللما ملل   dو  bالم يدح.و  للاك حلللول معروفللة لتيق للم    للو  علللط مللس   لليم 

  .جيشانية  ه الحلول يؤول إلط حلول 
 
 أبرز خصائص تطبيق هينون  .2

 يمكن إجمال خصائص تطبيق هينون بالنقاط الآتية والمقتبسة من المصادر الآتية 
 (  [7], [1], [6], [11] ) . 

مقل    فى  البعىد السىين  إ  السللوك الزم لح  لهل ا التيق لم  :الخاصية الأولى 
حللم ملل  الشلللل الت  لل   حللول ،وي   10x=( وااسللتاسام النيمللة القسا يللة 1فللح الشلللل  
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نديللة الصللل واشلللل ي للر مت انر،ح لل  لا  التشللت  فللح الحافللات السللللط علللو  لاكقللر 
 شل  ر مما  و عليس فح الحافات العليا.

 
 ( السلوك الزم ح فح البعس الس  ح لتيق م    و  .1الشلل  

و  b  تيق للم    للو  ع للس  يمتلل   ماتللا ت   ملل  جللاذ   ( ف قلل    سللم 2  واملا الشلللل  
d.          
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 .  d=0.3, b=1.4   ت لمتيق م    و  شالمع جاذ   (2 الشلل  
 .  Iteratedإ  تيق م    و  ذو طقيعة تكرا ية  الخاصية الثانية:
 شئي ة  H(x,y)عمل  لا  عُكت  تيق م    و    الخاصية الثالثة:

(x,y))2(x,y),H1H(x,y)=(H 

،وال ل  تكلو  مئللوفة  x,y)=dx(2Hو          y      2bx-(x,y)=11H+ح   لا 
 شالئي ة لاتتية: Jacobean Matrixجاكواح 

.   
22
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

































=

y

H

x

H

y

H

x

H

J  

 لاب لا 

  .   
0

12







−
=

d

bx
J       (2) 

 ( .d-عساوب    ( لها محس  2لا  مئلوفة جاكواح لتيق م    و   وي حم 
مل   وي .one-to-one)تيق م    و   و تيق م متباي   :إن الرابعةالخاصية 

   H(x,y)=H(u,v)      أن   س  ح اعسا  حنينية ف  x,y,u,v ان شلرض  ذل   ر ا 

        كا      اذا وفدط اذا
+v,du)2bu-+y,dx)=(12bx-(1 ،    و للللل ا يتحدللللللم فدلللللط ع للللللسما تكللللللوu=x   ل 

0dو )+ y2bx-+v=12bu-. 1   

إذا وفدلط      H(x,y)=H(u,v) ن لس لا  u=xواالتعويض فلح المعا للة الخ لر  عل    
 . v=yو  u=xإذا كان  

فأ  تيق م    و  علو  قا   ل نعلاا   d0إذا كان   :خامسةالخاصية ال
Invertible .  لاويمل  الوصول الط ذل  شم ح ة   

 ),1(),(
2

dxybxyxH ),(),1(فتكو   =−+
2

2

1

xy
d

b

d

y
yxH ++−=

−

 . 
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ع للس  Fixed –Pointإ  تيق للم    للو  عمتللل  نديللة صللامس    ة:دسىى الخاصىىية السا
 ح   لا :، (*x*,y)ال دية  

( )
    

2

411
2

b

bdd
x

+−−
=

 

            = dxy  
  اجلللا  f(p)=pإذا كانللل   f لللح نديلللة صلللامس  للتيق لللم  pتكلللو  ال ديلللة  -البرهىىىان:
 لح نديلة صللامس   y*p=(x,*(وفلح حاللة تيق لم    لو  للو فرضل ا لا   .([1]المئلس 

 فأ  
),(),(  = yxyxH  

 لا  لاب 
),(),1(

2  =+− yxdxybx  

 ل ا ن س لا :





=

=+−

ydx

xybx
2

1
 

لاب لانس واعس استاسام التعويض  = dxy :نحئل علط 
01)1(

2

=−−+  xdbx  

 وااستاسام قانو  السستو  ن س لا :
 

( )
. 
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 :ملاحظات
d1(b(4 سما تكو   ( حنينية عy*x,*. تكو  ال دية الئامس   1 2−− . 

 و 
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( حنينية فلن  احلس  ال دلاك تكلو   ا ملا ي لر y*x,*. ع سما  تكو  ال دية الئامس   2
فلح حل   لا  شلاقح ال دلاك تكلو  ي لر مسلتدر    Linearity Unstableمسلتدر  خييلا  

d1(3b(4ع سما تكو   2− . 
،فلللللأ  تيق لللللم    لللللو  عللللللو  جيشلللللانيا  ان لللللر  d0.3 ,b1.4  . ع لللللسما تكلللللو 3

 [11]  اجلا المئلس Strange Attracted (( ولانس يوللس ع س ل  جاذشلا يريبلا 2الشلل 
. ) 

 
( لهللللا  يمتللللا  ذات تللللا  2إ  مئلللللوفة جللللاكواح لتيق للللم    للللو    :ةلسىىىىابعالخاصىىىىية ا

Eigen Values  ما  
1,2i ;                 dxbbx 22

i =+−=  
 :2و1(تحل   لتيق م    و  فح ضوء  يمتح  [11] المئس  لدس     :ملاحظة

,1. إذا كان  1 21   فأ  ال دية الئامس  تكو  جاذشة ،Attracting. 
,1. إذا كان  2 21      فأ  ال دية الئامس  تكو  طا ،Repelling. 
1,1. إذا كانلل  3 21   ل ديللة الئللامس  تكللو  نديللة سللرجية ، فللأ  اSaddle 

Point. 
12. إذا كانللللل  4 =  11لاو =  فلللللأ  ال ديلللللة الئلللللامس  ت تكلللللو  .ا سعلللللة ،-Non

hyperbolic. 
 
 هينون  حساب البعد الكسوري لتطبيق. 3

لتيق لللللم  مللللل  الملللللو  التلللللح لا لللللتم  هلللللا البلللللاح و   حسلللللا  البعلللللس الكسلللللو ب          
 يمل  للا لا  ندسللم الشلللل الراللاعح إلللط مراعللات  2R   و .وما م للا نتعامللل مللا اللضللاء 

ثللم حسللا  عللس  المراعللات التللح تحللوب جللاذ  تيق للم  صلل  ر  طللول ضلللا كللل م للس ا 
للل  ،فلللأ   n=2,3,…,7، للنللليم  n-=2فللللو اخت لللرت  . )N(   لللو  والتلللح نرملللز لهلللا  ل

 (.[1]تحوب جاذ     و    اجا المئس  ال سول الآتح يوضح عس  المراعات التح
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 ( : طول ضلع المربع وعدد المربعات الت  تحوي الجاذب .1الجدول )
 عدد المربعات الت  تحوي الجاذب

N() 
 طول ضلع المربع 

 
76 2-2 

177 3-2 
433 4-2 

2467 6-2 

5763 7-2 

مملللل  لا  تكلللو   N()و  وكملللا  لللو واضلللح فلللأ    لللاك ع قلللة لاسلللية  للل   
  تها الرياضية ششلل صي
(4)                                                                                                              ,)(  =N

 

كم تا  ثا تتا .واأخ  لويا يتم طرفح المعا لة الخ ر  نحئل   و ح   لا   
 علط

  (5)                                                                                    . )log()log()(log  +=N

 

،ولتسله ل الحسلاشات شاختيلا  لاسلاا  b=log() وa=log()  واللرض لا  
 نحئل علط 2اللويا يتم لكح علو  

( )  (6)                                                                                                  .  log2  baN +=

وا ل  تتحلول المسلألة إللط مسلألة انحلسا  خيلح شسليط ، وااسلتاسام السلال    
 فتئبح المعا لة الساشدة شالشلل الآتح: bو aالإحئا ية الك سيلية عمل  تدسير  يمة 

( )  (7)                                                               .  253891429.173298852.3log2  +=N

 

 واأخ  معلوا اللويا يتم ليرفح المعا لة الخ ر  ي تج
 .  )2 (  )2()( 91.25389142732398852.3  =N  

               لاب لا :   
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(8)                                                                           . )2  ( )  296628.13()( 91.25389142  =N

                                                                            

، عم للل البعللس الكسللو    فللح الع قللة الخ للر  معامللل فللا  ( [1] المئللس واسللت ا ا الللط 
 .25389.1   و   و   وا اء علط   ا علو  مدس  البعس الكسو ب لتيق م

 ( ا  تيق م    و  لس شعس ا تباك مدسا ه  [1]لدس اوضح  تدرير انترن    ملاحظة :
 1.23  corrd    1 0.6=، كملا ا  لهل ا التيق لم قلو  ل قونلوي  ملا2.3 , -= 2  .

 وم    ا يتضح ا  لتيق م    و  شعس ل قونوي مدسا ه 

1.26      

1
2

1



+=



Ld

 

. وكملا  لو واضلح  25389.1ك ل  فدس    ا شأ  مدس  البعس الكسو ب له ا التيق م  لو 
فأ   ل ه اتشعلا  متدا الة ملا شعضلها اللبعض ، ومل    لا عمل  لا اتسلت تاج شلأ  تيق لم 

 . 1.3    و  لس شعس كسو ب مدسا ه حوالح  
 
 . تطبيق هينون للنظم الديناميكية التصادفية 4

 ستلللة مت  للر واحللس عمللل  تحويللل  لل ا التيق للم انللة  ([2] تدريللر انترن لل  لدللس اوضللح    
1فح t=X1-tY-2 وضا وذل   ولك   تالل   .م    

2

11 −− +−= ttt YbXX  ل  تج التيق لم
2المحلللس  

2

11 −− +−= ttt XbXX   إ   للل ا التيق لللم المحلللس  عملللل  تحويللللس اللللط ي لللر.
.واعلللس وضلللا معلملللات للحلللسو  ال  ثلللة عئلللبح  tيش محلللس  وذلللل  شاضلللافة حلللس للتشلللو 

 شالئي ة العامة الآتية: والمدترح م  ققل الباح    ال موذج ي ر المحس  
(9)                               ,...4,3         t                              ; 2

2

1 =+++= −− tttt cXbXaX 

عم لللللللللل التشلللللللللويش  tتم لللللللللل معلملللللللللات ال ملللللللللوذج ولا   cو bو aح للللللللل  لا   
ا ح ذو معللللسل صلللللر (واللللل ب علتللللرض شأنللللس مت  للللر عشللللو  White Noiseلات لللليض 

2وتبللاي 

  5( و 4(.لامللا الشللل    9( يوضللح مشللا سات ملل  ال مللوذج 3 .  الشلللل )
وطيل  الدلس       Autocorrelation Functionف وضلحا   سلم  اللة ات تبلاك الل اتح

Power Spectrum .له ه المشا سات علط التوالح 
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  c=0.3و   b=1.4و  a=1( شالمعلمات 9مشا سات مولس  م  ال موذج   :(3الشلل   
. 
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 .(9 الة ات تباك ال اتح لمشا سات ال موذج   :(4الشلل  

 
 ( .9 الة طي  الدس   لمشا سات ال موذج   :(5الشلل  

ال مللللوذج ذو طقيعللللة  و يللللة و   الحافللللات  فللللا ( 3وكمللللا واضللللح ملللل  الشلللللل  
افات العليا، و  ه اليقيعة السو ية لاعضا ت هر فح  سلم  اللة السللط اك ر تشتتا م  الح

 0.1كما يتضح م   سلم طيل  الياقلة وجلو  طاقلة عاليلة ع لس التلر    .ات تباك ال اتح
 . 0.2وك ل  ع س التر   

 
 تقدير معلمات النموذج التصادف   .5
 ح مشا سات مأخوذ  م  سلسلة .م ية مع  ة  }t=1,2,…,n;tx{ ل لرض لا   
}t{x     9و سف ا الآ  م ءمة نموذج  ياضح لها شئي ة ال موذج   2ذات شعس م مو )

فللللللنذا كانلللللل  المشللللللا سات  تدللللللسير معلمللللللات ال مللللللوذج. ملللللل  خلللللل ل لهلللللل ه المشللللللا سات 
}t=1,2,…,n;tx{   فع س   تتحدم المعا لة9تحدم ال موذج ) 

 ,...,4,3       t                    ;  2

2

1 ncxbxax tttt =+++= −−   
  وكما عأتح:ويمل  كتاشة ال موذج السا م شئي ة المئلوفات 
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 :أن ح   
 = n43 xxxY   
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وااتسللتلا   ملل  ال تي للة المعروفللة ج للسا فللح موضللوأ اتنحللسا  ن للس لا  مدللس  
  و: ( [4] لان ر المئس   المراعات الئ ر  للمعلمة 

(11a) 

( )

(11b)                                  

x               

 x              x        

x             x         )2(

ˆ

ˆ

2

2

1

2

1

2

2-t

2

122

2

12-t

4

1-t

2

1

2-t

2

1-t

1







































 −

=

=







 



 

−

−

−

−

−−−

−

−

−

tt

tt

t

ttt

t

t

xx

xx

x

xxx

x
x

n

YXXX





  

.لامللللا مئلللللوفة  t=nإلللللط   t=3ح لللل  لا  ع مللللة الم مللللوأ الملللل كو   انلللللا تكللللو  ملللل  
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(12a)                                           
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ˆ2ح   لا  
 تية: و مدس  تباي  التشويش وال ب عمل  حساشس م  الع قة الآ 
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-عس  المعلمات المدس  –تم ل عس    جات الحرية  = عس  القيانات  n-6و   
1. ) 
 حالة دراسية. 6

م  الس سل الزم ية المعروفة ج سا  الزم ية لح وا  الوشم الك س  تعس السلسلة        
الوشلم الك لسب فلح  مشا س  لح م م تملا ح لوا  114فح م ال علم الق ئة و ح تم ل 

. لدلس 1934-1821فلح شلمال يلر  ك لسا ولللتلر   Mackenzieحوض نهر ماكانزب 
(. ولتدل لل [9](ثم حللهلا إحئلا يا  المئلس  [5]نهرت   ه القيانات لاوت فح  المئس 

لهلا. والشللل  10( اخ  لويا يتم للأسلاا [9]عسم الت انر فح القيانات اقترح  المئس 
 .                        t X 10=logtYوك ل  للقيانات المحولة  tXح للقيانات الاام ( يق   الرسم الزم 6 
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 .  tYوالقيانات المحولة  tX( الرسم الزم ح للقيانات الاام  6الشلل  

 
 وي حللم ملل  الشلللل اليقيعللة السو يللة لهلل ه القيانللات ، و لل ا لاعضللا واضللح ملل   سللم  الللة

 ( .7ات تباك ال اتح له ه القيانات كما فح الشلل  
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 (   الة ات تباك ال اتح للقيانات الاام ال هة اليم ط( والقيانات المحولة7الشلل  

  ال هة اليسر (   .                       
لدللس تللم تيق للم طريدللة تدللاطا الشللراية لتدللسير البعللس الم مللو  للقيانللات المحولللة  

( [3]مللا ح لوا  الوشللم الك لسب شاسللتاسام اليريدلة التللح نوقشل  فح المئللس لح لم م ت
           وال لللللللللللللللللللللللللللسول (2002)الايلللللللللللللللللللللللللللاك  فلللللللللللللللللللللللللللح رم للللللللللللللللللللللللللل  حاسلللللللللللللللللللللللللللوايا ثلللللللللللللللللللللللللللم 

ع للس  لليم ماتللللة  CV(d)( يقلل   ال تللا ج التللح تللم الحئللول عل هللا والتللح تم للل  لليم 2  
 . dم  
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 الوشم الك سب .للقيانات المحولة لح م م تما ح وا   CV(d)( :  يم 2ال سول  
D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

CV(d) 2.001 1.535* 1.670 1.580 1.779 1.709 1.621 1.740 1.804 1.890 

ˆ2وكما  و واضح فأ  مدس  تداطا الشراية للبعس الم مو   و ع س   =d  .   
ة  لح م  المسا ل التح ش ل  ح زا واسعا فح موضوأ تحل ل الس سل الزم يو 

مسللألة نم جللة ح للم م تمللا ح للوا  الوشللم الك للسب . وملل  لاول ال مللاذج التللح وضللع  
(.. [9]الايلح الل ب وضلعس الباحل    المئلس  AR(2) ه ا الائوص  لو نملوذج  

 D.R. Cox( ، فدللس اقتللرح الباحلل   [2]وخلل ل م اقشللتس للبحلل  اللل ب الدللاه  المئللس 
السلسللة الزم يلة .كل ل  فلن  الباحل  م ءمة نموذج ي ر خيح مل  الرتبلة ال انيلة لهل ه 

 ( قس اقترح نموذجا آخر ي ر خيح ولاعضا م  الرتبة ال انية .[10] المئس 
، فدللس تملل  م ءمللة نمللوذج  ياضللح تئللا فح المبحلل  الاللام  واللالرجوأ إلللط        

 للويا يتم ح م م تما ح وا  الوشم الك سب ششلل تيق م    و  وكما مق   فح لا ناه

0.0689)(      0.0122)(     0.1347)(      

(13)                                                                , Y 7193.0   Y 2399.0       8980.2 2-t

2

1-t


ttY +−+=

ˆ0620.0ح لللللل  إ     2 =  وا  ال قللللللام المحئللللللو    لللللل   الدوسلللللل   تم للللللل الخيللللللاء
المعيا ية للمدس ات والتح لاخ ت شاعتبا  ا ال  و  الترايعية للع اصر الديرية لمئلوفة 

 الت اير. -التباي  
 . مناقشة7

ب وتقلل   شأنللس لدللس تللم تدللسير البعللس الم مللو  لح للم م تمللا ح للوا  الوشللم الك للس 
( ، وا للاءع علللط ذللل  فدلللس تملل  م ءمللة نمللوذج  ياضلللح ي للر خيللح ششلللل تيق لللم 2 

   و  له ه السلسلة الزم ية. وي حم م  مدا نة مدس ات معلمات ال موذج ما لاخيا ها 
المعيا ية ثباتية   ه المعلمات ومع وياتها ع  الئلر مما يؤكس س مة الق اء الرياضلح 

( يق    سم ذب ث ثة لاشعا  للسيح ال اجم م  ال لزء المحلس  8شلل  له ا ال موذج . وال
( ، وكما  و واضح فا  السيح ال اجم مستو شانح اء شسيط. ولس اسة 13م  ال موذج  
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ملسا ات شنليم ا تسا يلة ماتلللة مل  ال لزء  5حساسية ال موذج للنليم ات تسا يلة ، تلم تول لس 
(، وكمللا  للو واضللح 9 ات مق  للة فللح الشلللل  المحللس  ملل  ال مللوذج الم  للم . و لل ه المللسا

.  2.7113x=م    ا الشلل فن  جميا   ه المسا ات تؤول فح ال هاعة إلط ال ديلة  
الم  لم . مل  ناحيلة  لل موذج Limit Pointتم ل ندية ال اعة   2.7113x=لاب إ  

م م تما  يست تج إ  ح  ، لاخر  ، ولعسم حساسية ال موذج للت  ر فح النيم ات تسا ية 
 ح وا  الوشم الك سب  شالمنياا اللويا يتمح( لي  جيشانيا .

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 (. 13( السيح ال اجم م  ال زء المحس  م  ال موذج  8الشلل 
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 (. 13ماتللة م  ال موذج   ا تسا ية(خمسة مسا ات شنيم 9الشلل 
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