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ABSTRACT 

In this paper we solved the Korteweg-de Vries-Burger's equation numerically by 

finite difference methods, using two different schemes which are the Fully Implicit scheme 

and the Exponential finite difference scheme, because of the existence of the third 

derivative in the equation we suggested a treatment for the  numerical solution by parting 

the mesh grid into five regions, the first region represents the first boundary condition, the 

second one at the grid point 1x , while the third represents the grid points 232 ,...,, −nxxx , the 

fourth represents the grid point 1−nx  and the fifth is for the second boundary condition .    

We also studied the numerical stability, using Fourier (Von-Neumann) method for 

the two schemes which used in the solution on all mesh points to ensure the stability of the 

point which had been treated in the suggested style. Numerical results obtained by using 

these schemes are compared with existing analytical results. Excellent agreement was found 

between the exact solution and approximate solutions obtained by these schemes. The 

obtained approximate numerical solutions maintain good accuracy compared with exact 

solution specially for small values of the viscosity parameter. 

Keywords: finite difference methods; Fully Implicit scheme; Exponential finite 

difference  scheme; Fourier (Von-Neumann) method; Korteweg-de Vries-Burger's equation. 

 Korteweg-de Vries-Burger'sرائق الفروقات المنتهية لحل معادلة  ط
 المعتصم البكر                  إخلاص سعد الله الراوي 
 جامعة الموصل ، ب والرياضيات و كلية علوم الحاس

 2011/    3/    16تاريخ قبول البحث:                             2010/    12/    5  تاريخ استلام البحث:
 الملخص 

بطييريين م مييم قرالييو ال رومييات الم ن ييية    Korteweg-de Vries-Burger'sهيي ا الثحيي  لييع دييل معا ليية    فيي  
وهمييا الطريييية الةييم ية الوامليية وقريييية ال رومييات الم ن ييية امسييية  ولوييول المعا ليية لحنييو  علييم  الم يينية ال ال يية فييي  لييع  

م يياقو امولييم ال ييرم الحيي و   اموي وال اإييية ع يي   امنييرام معال يية للحييل العيي    وئلييق طن لليية إيييام الم ييثق  لييم  ميي   
232وال ال ة إيام الم ثق    1xإيطة الم ثق   ,...,, −nxxx  1والرابعة إيطة الم ثق−nx    والخامسة ال رم الح و   ال اإ 

للطريين م وعلم كافة إيام الم ثق     Fourier (Von-Neumann)كما لمت  راسة الاسنيرارية الع  ية بطريية
للنأكيي  مييم اسيينيرارية ال يييام النيي  لمييت معال ن ييا بامسييلوب المينييرم  وميي  لمييت ميارإيية ال نييال  الع  ييية النيي  لييع الح ييوي  

لطييريين م   عل  ا باسنخ ام للق الطرالو مع إنال  الحل المةبوم، ووج  ليارباً ممنازاً ط م الحل النحل ل  والحلوي الع  ييية ل
 الحلوي الع  ية الن  لع الح وي عل  ا لحافظ علم  مة ج  ة ع  ما لوول قيمة معلمة الللوجة صغ رة 

؛ قريييية فوريييي   وقريييية ال رومييات الم ن ييية امسييية  ؛ةلوامليي الطريية الةم ية ا؛  ل رومات الم ن يةقرق االكلمات المفتاحية: 
  Korteweg-de Vries-Burger)فول إ ومال( ؛ معا لة  

 المقدمة:  1.
  (KdV-B)ولونييا ا ن يييارا   Korteweg-de Vries–Burger رس الع ييي  مييم الثيياد  م معا ليية 

  ميم [2]( وغ ير الخطي  Dissipationوالنبي   )وو الن ين ت  (Dispersion)ل كل هي   المعا لية إميوئلا الاإن يار 
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ول لوصييب باسيينخ ام هيي   المعا ليية  مييم امم ليية المعييروج ج يي اً ول الو  يير مييم الفييواهر ال  ليالييية الطبي ييية يمكييم 
النطبيقية علم المعا لة، شروم سيلو  الموجيات الطويلية في  الميام والموجيات السيطحية في  البازميا  كميا وإ يا لاليع 
إمط موجة لا  طية لمالع ف  وإبوب مطاق ، والمالع مةطرب ب عل فياعات صغ رة لنحير  ط ا لي   هي   المعا لية 

ئو بعييي  وادييي  للوصيييب ال ميييوئج  لحييييوي السيييرعة والو افييية اللييي ال يأ ييي ال فييي  الحسيييثال ميييوة الةيييغط  لعنبييير لعمييييع 
، م  لوول معا لة    ليع Burger [7]و اة وك ر مروإة لل  ليال  م مم معا لية  KdV-Bبالإضافة  لم الللوجة  والن رّق 

  Exponential Finite Differenceباسينخ ام لو ييق ال روميات الم ن يية امسيية  KdV-Bديل معا لية  [1]في  
وليييع ا نثيييار  مييية الحليييوي المحسيييوبة وئليييق بميارإنييي  ميييع دليييوي ع  يييية ووجييي  ول الني يييية ئات ك يييامة فييي  ديييل معا لييية 

Korteweg-de Vries  ًمي م الثادي  دليوي ع  يية لمعا لية   [2]في  ع ي ما يكيول اليلمم صيغ راKdV-Burger 
 لة المع  Bernsteinباسنخ ام منع  ات د و  

باسيينخ ام قييريين م مييم قرالييو ال رومييات الم ن ييية همييا  KdV-Burgerفيي  هيي ا الثحيي  مم ييا بحييل معا ليية 
عليم  ل يااادنو الطريية امسية والطريية الةيم ية الواملية، سي نع معال ية الطيريين م لإي يا  الحيل ل ي   المعا لية بسيبا 

   ويةاً س نع  راسية لحل يل اسينيرارية الحيل العي    لويل الم نية ال ال ة ف  د و ها وميارإة ال نال  مع الحل النحل ل
 مم الطريين م 

 النموذج الرياضي:  2.

  [4]لوول بال كل امل :  Korteweg-de Vries – Burger ل صيغة معا لة
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0)(وول xu   لم ييل ال ييروم الح و ييية ع يي  إ يياين  ال نييرة  (2)هيي   اليية مي يي ة  والمعا ليية[a,b]  المييرا   ي ييا  الحييل
اصيية الاإن يار وام  ير يم ل الح  غ ر الخط ، والحي  ال الي  يم يل   (1)الع    ع  ها  الح  ال اإ  مم المعا لة 

ومعا ليية  v→0ع يي ما لوييول  KdVل ييثم معا ليية  B-KdVيم ييل الن ريييو وو النب ييي   وكحييالات محيي  ة لمعا ليية 
Burger 0ع  ما→  

 الحل العددي:3. 

 وب ج ي  ف  الحل الع    وكما يأل :كول المعا لة لحو  ف  د و ها الم نية ال ال ة ل لق س نع ولثاع وسل       

 :KdV-Burger'sلمعادلة  (Fully Implicit scheme)اشتقاق صيغة الطريقة الضمنية الكاملة   1-3

ينع  (j+1)لسمم ه   الطريية بالطريية الةم ية الواملة كول ال يام المرا   ي ا  الحل ع  ها ف  المسنوى 
) ي ا ها ط لالة إيطة واد ة ف  المسنوى  )j  هj

iu ولع  ه   الطريية مم الطرق الن  لنم ل ط مة عالية غ ير ول ،
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)ه   الطريية لحنالا  لم دل م فومة معا لات  طية مم سعة  )mn  وكما  [3]ع   كل مسنوى إني م في  بالحل
 يل :

 ة كما مب م ف  و إا :باسنخ ام ليريثات ال روق الني مي
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j+1وما بقية الحلوي

i
u ع   ال يامix    2د-i=2,…,n  :ف نع  ي ا ها مم ليريثات ال روق المركلية 
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 بع  النثسيط ل ثم المعا لة وعا  بال كل النال :
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علييم النرل ييا، وبعيي   nx−1و 1xلسيينخ مال لإي ييا  الحييل فيي  الطريييية الةييم ية ع يي  ال يطنيي م (5)و (3)المعا لنييال
 طار النال : ي ا  الحل ع   ال روم الح و ية إح ل علم ال فام الخط  الخماس  امم
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mj ,...,3,2,1=  

 وو الطرالو النورارية  (Direct Methods)ال فام الخط  وعا  يمكم  ي ا  الحل ل  باسنخ ام الطرالو المثاشرة 

(Iterative Methods) ليي  ليع اسينخ ام ودي ى الطيرق المثاشيرة وهي  قرييية دي ج كياوس(Gaussian Elimination 

Method)  

 تحليل الاستقرارية لطريقة الفروقات المنتهية الضمنية الكاملة:   2-3

إيييييوم ط راسيييية الاسيييينيرارية الع  ييييية لطريييييية ال رومييييات  Fourier (Von-Neumann)باسيييينخ ام قريييييية 
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( لويول مسينيرة طي ول شيرم Implicit Method-Fullyعليي  فيإل الطرييية الةيم ية الواملية ) 1 ئاً 
(unconditionally stableع   جميع )  إيام الم ثق 

    Exponential Finite Difference Schemeاشتتقاق صتيغة طريقتة الفروقتات المنتهيتة ا ستية 3-3
 KdV-Burger's:لمعادلة 

للحالية غ ير المسينيرة في  الثعي  الوادي   1985في  عيام  Bhattacharyaم م هي   الطرييية موي ميرة العيالع 
لحيل   Robert F. Handschuh  بعي  ئليق قيور  وارزميية الطرييية للنوصي ل الحيرار  في  الإدي اثيات ال يكارليية 

معا ليية الاإن ييار ئات الثعيي  الواديي  فيي  الإديي اثيات امسييطواإية ومييام طنطبيي ييا علييم مسييألة ئات بعيي يم وثاثيية وبعييا   
ت ولسيييينعمل الطريييييية ويةيييياً لحييييل المعييييا لات الن اضييييلية ال للييييية غ يييير الخطييييية فيييي  بعيييي  واديييي  و بعيييي يم ل ديييي اثيا

   [5 ,6 ]ال يكارلية 
 وكما يل : KdV-Burger'sس نع اشنياق صيغة ال رومات الم ن ية امسية لحل معا لة 

 ي ن : Fبم نية  (1)لرمل م   الة مسنمرة وماطلة لاشنياق، بةرب المعا لة  F(u)إ رض ول 
)16...())((

3

3

2

2

x

u

x

u
v

x

u
uuF

t

u

u

F




−




+




−=








  

 وه ا يؤ    لم 
)17...()()(

3

3

2

2

x

u

x

u
v

x

u
uuF

t

F




−




+




−=




  

 روميييات الني ميييية الاعنيا يييية ولعويةييي ا عيييمباسييينخ ام ال
t

F



  إح يييل عليييم معا لييية ال روميييات النييي  لم يييل

 المعا لة الآلية:



 المعتصم عبد المحسن البكرو  إخلاص سعد الله الراوي  
 

 

72 

)18...()()()()()()(
3

3

2

2
1













−




+




−+=+ j

ix

uj
ix

u
v

j
ix

uj
i

uuFkuFuF j

i

j

i

j

i   

uuFيم يييل ميييي ار  طيييوة الييييلمم  والآل ليييو فرضييي ا ول  k ئ ولَ  ln)( فسيييوج إح ييييل عليييم صييييغة ال رومييييات  =
 وكما يل :  (Exponential Finite-Difference Formula)امسية

)19...()()()(exp
1

3

3

2

2





















−




+




−









=
+ j

ix

uj
ix

u
v

j
ix

uj
i

u
j

i
u

kj
i

u
j

i
u 

 

لغييرض ل ييا   وجييو  إيييام وامعيية  ييارلا ديي و  شييثكة الحييل كمييا فيي  الطريييية السييابية إوضييم الآل المعال يية 
 الخاصة ط ا ع   اسنخ ام قريية ال رومات الم ن ية للم نيات ودسا ال يغ الآلية:
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 : Fourier (Von-Neumann)تحليل الاستقرارية لطريقة الفروقات المنتهية ا سية باستخدام طريقة 4-3 
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ل راسة الاسنيرارية الع  ية إب و بالحل ع   العي ة  Von Neumann methodلآل باسنخ ام قريية ا
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وهيي    0hلييؤ    لييم ول  (34)لا يمكييم ول لوييول سييالثة  و  ول المنثاي يية  (h)بمييا ول  طييوة الطييوي 
 صحيحة  وماً 

 KdV-Bلحييل معا ليية    Exponential Finite differences  ئاً قرييية ال رومييات الم ن ييية امسيية
، وما ع   العي ة ال اإية  n=3,…,p-2( ضمم إيام الم ثق unconditionally stableلوول مسنيرة ط ول شرم )

( kوميا الخطيوة اللم يية) (29)بح   لحيو الي   في  المعا لية  h ئا لع ا نيار  طوة الطوي  (stable)فنوول مسنيرة 
  n=p-1( وك لق الحاي ع   العي ة unconditionally stableف   غ ر م روقة )

 الخوارزميات العددية:4. 

 خوارزمية الطريقة الضمنية الكاملة حسب ا سلوب المقترح: 1-4

باسيينخ ام الطريييية الةييم ية  Korteweg-de Vries-Burger'sلإي ييا  الحييل العيي    النيريبيي  لمعا ليية 
 الواملة إنثع الخطوات النالية:
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 إ   الحل ل فام المعا لات الخماس  اممطار باسنخ ام قريية د ج كاوس  :5الخطوة 
   uلي  Uو رالا الحل النيريب  : 6الخطوة 
 لومب : 7الخطوة 

 خوارزمية صيغة طريقة الفروق المنتهية ا سية حسب ا سلوب المقترح: 2-4

باسييينخ ام قرييييية ال يييروق  Korteweg-de Vries-Burger'sلإي يييا  الحيييل العييي    النيريبييي  لمعا لييية 
 الم ن ية امسية إنثع الخطوات النالية:
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  (x,t)ع   u لم ل الحل النيريب  لي U: الإخراج
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 بالنعوي  عم صيغ الم نيات كما يل :
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 ضع  i=n-1ما ع ا ئلق  ئا 
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   uلي  Uو رالا الحل النيريب  : 6الخطوة 
 لومب : 7الخطوة 

    Application التطبيق العملي 5.

ة ال نال  الع  ية لطرالو ال رومات الم ن ية المنم لة بالطريية الطريية الةم ية الواملة س  امش ف  ه   ال ير 
(Fully Implicit Scheme)  وقريييية ال رومييات امسييية الم ن ييية(Exponential Finite Difference) ،

معال ة  اسنخ ام   ئ لع (2)ع  ياً مع ال روم الح و ية والاطن الية المنم لة بالمعا لة  KdV-Bلغرض دل معا لة  
مينرديية قثيييت علييم الطييريين م و  لييع ليسيييع الحييل  لييم  ميي   طييوات امولييم، ع يي  ال ييرم الحيي و   اموي وال اإييية 

232وال ال ييية ع ييي  إييييام الم يييثق  1xع ييي  إيطييية الم يييثق ,...,, −nxxx  1والرابعييية ع ييي ما−nx ع ييي  ال يييرم  والخامسييية
  (1)الح و   ال اإ   وكما موضم ف  ال كل 

 
 

الي   ه ير موي  KdV-Burger'sكما لمت ميارإة الحلوي الع  ية للطريين م مع الحيل النحل لي  لمعا لية 
ليأ   صيغة الثع   El-Danaf [4]ولع لع يل  مم ل ل الثاد   Wen-xiuمرة للمعا لة ف  بع يم مم ل ل الثاد  
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Central 

  اي إيام الم ثق  المعال ة المينردة لإي ا  الحليوضم  (1).الشكل 
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1000,6,1,2وسيي نع و يي  قييييع المعلمييات ==== Ev 02.0ميييع  طييوة اليييلمم=k و طييوة الطيييوي ,
4.4h    ل ح ل علم ال نال  المب  ة ف  ال  وي وال كل الآل :=

 

 

يوضم الحلوي الع  ية ومي ار الخطأ لول مم الطريية الةم ية الواملة والطريية امسية مع الحل   (1).الجدول 
 t = 0.78النحل ل  ع   اللمم 

Error Exponential Error Fully Implicit Exact X 

2.66474E-07 0.999998766149803 3.20368E-07 0.999998712256139 0.999999032624044 0 

9.58518E-08 0.999998083519912 8.43342E-08 0.999997903333935 0.999997987668127 4.4 

2.09785E-06 0.999997913418975 1.96095E-07 0.999995619471871 0.999995815566631 8.8 

4.79767E-06 0.999996101408924 4.04578E-07 0.999990899159164 0.999991303736930 13.2 

1.00327E-05 0.999991974194164 8.39086E-07 0.999981102419637 0.999981941505814 17.6 

2.0794E-05 0.999983337163270 1.73706E-06 0.999960806129813 0.999962543185285 22 

4.29805E-05 0.999965416131520 3.58697E-06 0.999918848682515 0.999922435654783 26.4 

8.85528E-05 0.999928315649784 7.38013E-06 0.999832382743685 0.999839762871690 30.8 

0.000181609 0.999851703686165 1.51052E-05 0.999654989381921 0.999670094545501 35.2 

0.000370013 0.999694066765786 3.06841E-05 0.999293369216703 0.999324053347861 39.6 

0.000746832 0.999371365235314 6.16598E-05 0.998562873571399 0.998624533375440 44 

0.00148745 0.998715529918503 0.000122003 0.997106077750193 0.997228080288785 48.4 

0.002907357 0.997396222016609 0.000236153 0.994252712185175 0.994488864716713 52.8 

0.00553526 0.994779941663109 0.000443234 0.988801447843384 0.989244681920124 57.2 

0.010162412 0.989693377210444 0.000797385 0.978733580239306 0.979530965685836 61.6 

0.01775703 0.980068196775228 0.00135554 0.960955626911133 0.962311166706003 66 

0.029043947 0.962509472310757 0.002142751 0.931322774493811 0.933465525563381 70.4 

0.043590455 0.932015622444632 0.003099128 0.885326039328458 0.888425167385377 74.8 

0.058712441 0.882431483828123 0.004046255 0.819672787187269 0.823719042351667 79.2 

0.069444645 0.808501284421371 0.004730698 0.734325942167770 0.739056639779843 83.6 

0.070942298 0.709641986135487 0.00495021 0.633749477963090 0.638699687922964 88 

0.062195351 0.593029910539086 0.004670461 0.526164098674638 0.530834559717686 92.4 

0.047100945 0.472101626572020 0.004028894 0.420971787502659 0.425000681730879 96.8 

0.0313523 0.360496367454479 0.003234525 0.325909541872948 0.329144067201218 101.2 

0.01875611 0.266676463794935 0.002461692 0.245458662542005 0.247920354282644 105.6 

0.010292642 0.192946414345514 0.001805574 0.180848198952491 0.182653772630981 110 

0.005252448 0.137558342374382 0.001293101 0.131012793240828 0.132305894441087 114.4 

0.002500745 0.097133669509687 0.000912738 0.093720186414245 0.094632924363880 118.8 

0.001096454 0.068162379881568 0.000638877 0.066427049747052 0.067065926261973 123.2 

0.000421712 0.047637229124000 0.00044511 0.046770407654858 0.047215517392239 127.6 

0.000118435 0.033202776582897 0.000309336 0.032775005747224 0.033084341541377 132 

5.35109E-06 0.023100262471113 0.000214694 0.022890919326204 0.023105613565871 136.4 

4.70479E-05 0.016051999473230 0.000148906 0.015950141414386 0.016099047410125 140.8 

5.38781E-05 0.011145017300485 0.00010324 0.011095655132758 0.011198895369784 145.2 

4.77103E-05 0.007733672986539 7.15657E-05 0.007709817541510 0.007781383240044 149.6 

3.80977E-05 0.005364405805103 4.96042E-05 0.005352899354652 0.005402503514222 154 
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1.26068E-06 0.000137383255941 1.2682E-06 0.000137375736548 0.000138643935011 198 

8.75331E-07 0.000095213615223 8.78929E-07 0.000095210016775 0.000096088945770 202.4 

6.07079E-07 0.000065987937233 6.08764E-07 0.000065986251834 0.000066595015765 206.8 

4.14488E-07 0.000045739270743 4.14898E-07 0.000045738860362 0.000046153758633 211.2 

3.39637E-07 0.000031647132589 3.40042E-07 0.000031646727393 0.000031986769380 215.6 

2.13948E-06 0.000020028812713 2.15227E-06 0.000020016028352 0.000022168293733 220 
 

 t           ( ال نال  الع  ية ومي ار الخطأ لول مم الطريين م مع الحل النحل ل  ع  ما1يوضم ال  وي )

( يوضييم السييلو  ال  ليييال  للحييل العيي    اليي   يم ييل موجيية صيي مة ل حيي ر )لن ييام ( رل بييياً 1)  وال ييكل 0.78 =
(Monotonically مم وعلم قيمة  لم ومل قيمة للحل ) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 الاستنتاجات:6. 

مييم المعييا لات الم ميية فيي  النطبييييات  Korteweg-de Vries– Burger'sمييم المعييروج ول معا ليية 
لعيي  مييم ال مييائلا ال يي ثة للمعييا لات غ يير الخطييية ولحنييالا  لييم ج يي  كب يير لغييرض  ي ييا  الحييل  ال  ليالييية غ يير  إ ييا

الع    ل ا كما لحنالا  ليم  مية كب يرة في  معال ية الم ينية ال ال ية وا نييار ثواطيت المعا لية  ع ي   ي يا  الحيل العي    
م طييية الحييل ع يي   ي ييا  الحلييوي ع يي   لادف ييا كيةييية معال يية الم يينية ال ال يية ول ييا   ال يييام النيي  لف يير  ييارلا ديي و 

العييي  ال اإييية والعييي ة مييا مبييل ام  ييرة ولغييرض  ي ييا  الحلييوي ع يي ها لف يير ليي ي ا إيييام  ارجييية لا يمكييم  ي ييا  قيم ييا 
باسنخ ام ال روم الح و ية  ئ ول ه   المعال ة المينردة إ حيت في  لحسي م الحيل العي    والمحاففية عليم  يوا  

 ع الاسن ناجات الن  لوصل ا  ل  ا الطرق، إ رلا و إا  وه

بح ي   و vلغرض الح وي علم دلوي م نفمة ورل ثة وب مة عاليية و طيأ مل يل ي يا ا نييار قيمية كيل ميم  1.
1.4/2لحيو العامة    

صيغ رة جي اً بح ي  لويول وميل ميم قيميية  vة إخنيار قيمية لغيرض الح يوي عليم اسينيرارية عاليية للحليوي الع  يي   2.
  وكل مم 

الطريية الةم ية وفةل مم الطريية امسية بسبا اسنيرارين ا وع م وجو  و  شرم وو م   عليم  طيوة اليلمم وو  3.
 الطوي 
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 t=78.0يوضم الحل الع    للطريين م مع الحل النحل ل  ع   اللمم . (3)الشكل  
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