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ABSTRACT 
This paper devoted to study the stability of periodic motion for physical 

application which is leads to differential equations of second order )Double and 

Spherical Pendulum( respectively by using the stability of equilibrium position given by 

Laypunov and Ghetagev's methods which depends on principle of energy conservation, 

also we will describe periodic motion and explain the phase plane )The trajectory of 

solutions( and state of the stability for double and spherical pendulum by using )Maple(. 
Keywords: stability, Double Pendulum, Spherical Pendulum 

 دراسة استقرارية الحركة للبندول المزدوج والكروي 
 نور حسين عبد الله ثائر يونس ذنون 

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسوب والرياضيات
 21/12/2010تاريخ قبول البحث:                           16/09/2010تاريخ استلام البحث: 

 الملخص
لدوريةة لتبيقةف زقاية يؤ لةإوى ملةد م  فلةة ة  نةالة مة  الرةبةة الحركة ا استقراريةهذا البحث مكرس  لدراسة 

مة  ونة  اتةةااه ه اسةتقرارب ة  البةرل لدراسةة  ب سةتددا الث نلة هم  اليندوى المافوج واليندوى الكروي عاد التوالؤ 
وى عاةةد ميةةدظ ا ةةق الب مةةةض وةةةف ظلحةة   ودةةي الحركةةة الدوريةةة وةةةونل  م ةةت فعتمةة طريقتةؤ لقبةة نوج واقتةة للل و  ا

 (.Mapleلايندوى المافوج والكروي ب ستددا  نظ   الة) ةاستقراريالبور )م  رات الحاوى( وا لة ات
 : ااستقرارية, اليندوى المافوج, اليندوى الكروي.الكلمات المفتاحية

  . المقدمة:1

الث نلةةة والحركةةة زةةؤ الحلةة ع ال مالةةة الكثقةةر مةة  الظةةواهر ال قاي يلةةة ةحكمتةة  الم ةة فات الت  نةةالة  ات الرةبةةة 
. ٳه اليندوى الب لط هو ا لة خ دة م  (Simple Pendulum Motionالدورية كم  زؤ اركة اليندوى الب لط  )

تشة ج الت  نةو و  لتة لؤ الم ة فات )الرمة (( مة  الموانةل  التةؤ واةدت ا ويُ تيةر ننةدوى ال ة عة  اليندوى الكروي 
( ظبحةة   Christian Huygensلقاو ومةة   ةةف  اسةةتعني ال ةة لف )رمةة ( ال ةة عة من ةةوغ ملةةد  ةة  واختةةرا الت  نةةالة 

 ( كة ه مةد اختةر  الرمة ( 1009ن  لونس المصةري )المتةوزد عة   ا  لقاو ز ختر  ال  عة  ات اليندوىض لك  ال  لف 
لتشةةةمو  اة ةةة  ظه فلن ملكلةةةة الينةةةدوى  واسةةةت ماي زةةةؤ ال ةةة ع ت الدم مةةةة وزةةةؤ ا ةةة غ ال تةةةرات الامنلةةةة ظ نةةة   الردةةةد.

وى وةةعنت  ض وظه ب ةة  المنظومةة ت الكلمل يلةةة ةيةةدي سةةاوك   وةةيقت   ب ةةاو  الينةةد(Laserولوالةة  ادلثةةة مثةةو الاقةةار )ةكن
 ة   ظخةذ زةؤ التاالةد للشةمو البة  ال حةوي والن  ةؤ والتنيةإ اامتصة في. وم ةعلة زؤ هذا وعه نةر  ت القاة ض وااة

 [ :10ةبة الث نلة ةكوه عاد الشكو ]اليندوى ال قاي يلة التؤ ةتراف ملد م  فلة ة  نالة م  الر 

( ) ( ) ( )0 0sin 0 & 0 ; 0 1
g

x v    + = = =                …(1) 
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 هؤ الااوية التؤ لصن ت  اليندوى م  الش موى. اقث ظه 
( وروط ظنة يلة  قةر م يةر عنتة  ب لم  فلةة الت  نةالة ن  ةت  ض وهةؤ زةؤ الملك نلكة  1نلااق زؤ الم  فلة )

 رع عةةة  الونةةة  اانتةةةدايؤ عبةةة 
0( )x   0عنةةةد الةةةامt ض وال ةةةرعة اانتدايلةةةة =

0( )v  0عنةةةد الةةةامt لاج ةةةف  =
 قنةة لاحةو نةالة ةحةدف دة  ت م( ملد الم  فلة الت  Initial Conditionsالمتحر ض وإه من زة الشروط اانتدايلة )

 [.5هو المتغقر الم تقو ] tوهؤ عب رع ع  نمو ج لم علة زقاي يلة لكوه زقت  الام   ةنتدايلوة مد بم علة القلمة اا
( الةذي نحلة ُ،ض نةو وزةؤ كةو Instrumentاداى اةوى اههملةة الب لغةة ل اةف الملك نلكة  زةؤ عصةر ا لةة ) ا

( كمة  سسةم ُ، ال ةرغ هةو ظسة س التبةور زةؤ احة رةن ض وهن لة  الكثقةر Stratagem)عصر ز لملك نلك  ظو عاف الحقو 
 اعتبةة رمةة  اتسةةت م ت زةةؤ عاةةف الملك نلكةة  الةةذي لُ تيةةر زرعةة   مةة  ال اةةو  البيللألةةة الةةذي لةةدرس اركةةة اها ةة   مةة  

روزةةة بقةةوانق  نقةةوة  ال ةةكوه ا لةةة خ دةةة مةة  الحركةةةض ومةة  هةةذ، اتسةةت م ت مةةوانق  الملك نلكةة  الثلا ةةة الشةةتقرع والم 
(Newton Laws وةُ تير ملد ا ه م  ظهف اانج زات ال املة. هن ل  ال دلد م  ظنوا  الحرك تض ظاداه  مة  ل ةرج )

( زحركة رم ( ال  عة )اليندوى( وةذنذغ وةر الكمنجةة وفوراه اهر  اةوى Periodic Motionب لحركة الدورية )
سةتقرار زتةو م تةو   و ظهملةة متاالةدع [. ظمة  اا8  ظمثاة عاد الحركة الدوريةة ]تكتاة زؤ نت لة ن ب  كا واهتاازن  ت  

سةتقرار نواسةبة ال قاية  ض وعالةي  تةرت الكثقةر مة  الدراسة ت ام ة يلف ا امترا زؤ الري نل ت التندسلة الحدلثة زقد 
 وم  هذ، الدراس ت:هذ، الحركة  استقراريةعاد الحركة الدورية واركة اليندوى بعنواعي المدتا ة وفراسة 

[ مسةةتقرارية الحركةةة الدوريةةة لج ةةف دةةا  مر ةةوط 2( ]1995عةة    Hall & Chinneryةن ولةة  فراسةةة لةةة)
ض كمةةة  ( و قّنةة  بعنةةيُ م ةةتقر محةة  يLaypunov–Schmidt) ببةةرج نةة ب  زةةؤ ا لتةةي المتحةة ياة بيسةةةتددا  طريقةةة

 ونح  ظلح   م توى البور ليُ عندم  لقترغ م  ون  ااةااه.
و ةقّ   (Spherical Pendulum) [ اركةة الينةدوى الكةروي 3( ]1998عة    Corinaldesi) فراسةة واةدت

 بعه الم  فلة التؤ ةصي هذ، الحركة ةكوه ب لشكو:
2sin sin cos

2 cot

g
    

  

−
= +

=−

  

ض Matlabنظة   الةةة  ب سةتددا [ الحركةة الدوريةةة لاينةدوى الب ةلط 9( ]2002عة    Winterونةح  فراسةة )
 طريقة رانج كوة   ات الرةبة الراب ة. ب ستددا عدفل   وإلج ف الحو

ونةة  ااةةةااه لاينةةدوى  اسةةتقرارية[ عةةد  1( ]2005عةة    Caiado Sarychev &نقنةة  فراسةةة كةةو مةة  )
 (.linearization principleميدظ التقري  الدبؤ ) ب ستددا ( Double Inverted Pendulaالمافوج المقاوغ )

[ الم  فلةةة التةةؤ ةصةةي الحركةةة الدوريةةة 8( ]2007عةة    Krantz & Simmonsنقنمةة  مةةدم  فراسةةة )
 ض والتؤ ةكوه ب لشكو :(Two Interrelated Pendulum By Springالمترابب ه نن ب  ) هلايندوا

1 1 1 2( )
m g

m x x k x x
−

= − −  

2 2 1 2( )
m g

m x x k x x
−

= + −  

 وهكذا ةوال  الدراس ت زؤ هذا المج ى.
 : Pendulum Double البندول المزدوج  -2
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عب رع عة  نظة   لتكةوه مة  ننةدولق  ظاةدهم  م اةف بة  خرض اقةث 
ظه طةةةوى الينةةةدوى اهوى 

1
وطةةةوى الينةةةدوى الثةةة نؤ  

2
مر ةةةوطق  بكتاتةةةق   

اقةةةةث ظه كتاةةةةة الينةةةةدوى اهوى 
1m  وكتاةةةةة الينةةةةدوى الثةةةة نؤ

2m   ويصةةةةن
زاويتق  بشةكو عمةوفي همة    اليندولق

2 1&  [7 وكمة  مونة  زةؤ . ]
                                                                                                                         :                                   (1الشكو)

                                                                                           
 

 اقث ظه:
1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

sin ; cos

sin sin ; cos cos

x x

x x

  

     

= =

= + = +
 

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2

cos ; sin

cos cos ; sin sin

y y

y y

  

     

= − =

= − − = +
  

والب مة الحركلة الن ةجة م  اركة الكتاة 
1m هؤ: 

2 2
1 1 1 1

1
(2)

2
T m =         …(2) 

والب مة الحركلة الن ةجة م  اركة الكتاة 
2m هؤ: 

( )2 2
2 2 2 2

1
(3)

2
T m x y= +        …(3) 

 ( نحصو عاد الب مة الحركلة لانظ   :3( و)2ق  )وم  الم  فلت
1 2T T T= +  

 ومنت :

( )( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2 cos (4)

2 2
T m m      = + + + −            …(4) 

والب مة الك منة المدتانة زؤ الكتاة 
1m :هؤ 

1 1 1 (5)E m g y=          …(5) 

ة زؤ الكتاة والب مة الك منة المدتان
2m :هؤ 

2 2 2 (6)E m g y=       …(6) 
 ( نحصو عاد الب مة الك منة لانظ  :6( و)5وم  الم  فلتق  )

1 2E E E= +  

 ومنت :
( )1 2 1 1 2 2 2cos cos (7)E m m g m g =− + −        …(7) 

 (:Lagrangianدد  م  فات ا رانج )ولاحصوى عاد نظ   اركة اليندوى المافوجض ن ت
L T E= −  

 ومنت :

 اليندوى المافوج: (1الشكل )
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( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 2 2

1 1
cos cos

2 2

cos

L m m m m m m g

m g

      



= + + + − + +

+

( لة  Lagrange Equation –Euler) و  ستددا 
1 :زيه 

1 1

0 (8)
d L L

dt  

 
− =

 
         …(8) 

 :ظهم  

( )2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

1

cos
L

m m m    



= + + −


 

( ) ( )( )2
1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2

1

cos sin (9)
d L

m m m m
dt

      



= + + − − −



( ) ( )1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1

sin sin (10)
L

g m m m    



= − + − −


            …(10) 

 ( نحصو عاد:8( زؤ )10( و)9و  لت وي  ع  )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

cos sin

sin sin 0

m m m m

g m m m

        

    

+ + − − − −

+ + + − =
 

و ق مة البرزق  عاد 
1

 و  لتب لط نحصو عاد : 
( ) ( ) ( )

( )

2
1 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2

1 2 1

cos sin

sin 0 (11)

m m m m

g m m

      



+ + − + −

+ + =
       …(11) 

( لة Lagrange Equation –er Eul) و  ستددا 
2 :زيه 

2 2

0 (12)
d L L

dt  

 
− =

 
               ….(12) 

 :ظهم  

( )2
2 2 2 2 1 2 1 1 2

2

cos
L

m m   



= + −


 

( ) ( )( )2
2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

2

cos sin (13)
d L

m m m
dt

        



= + − − − −


 

( )2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

2

sin sin (14)
L

m m g    



= − −


                 …(14) 

 ( نحصو عاد:12( زؤ )14( و )13و  لت وي  ع  )
( ) ( )( )

( )

2
2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

cos sin

sin sin 0

m m m

m m g

        

    

+ − − − −

− − + =
 

و ق مة البرزق  عاد 
2

 و  لتب لط نحصو عاد : 
( ) ( ) 2

2 2 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2cos sin sin 0 (15)m m m m g       + − − − + =
 

…(9) 

….(13) 

...(15) 
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( 15وهةةةةةةةةةةةةذا بحةةةةةةةةةةةةرغ الم  فلةةةةةةةةةةةةة ) 1ض نجةةةةةةةةةةةةد ظوا  م  فلةةةةةةةةةةةةة الحركةةةةةةةةةةةةة ( آنلةةةةةةةةةةةة   15( و)11و حةةةةةةةةةةةةو الم ةةةةةةةةةةةة فلتق  )
)نة )1 2cos  −  ( ب لشكو:15( و)11عنده  ةصب  الم  فلتق  ) −

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2 1cos sin sin 0m m m m g m m       + + − + − + + =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2 1

2 2 1 2

cos cos cos sin

sin cos 0

m m m

m g

          

  

− − − − + − −

− − =
 

 ب لشكو: 1و جم  الم  فلتق  و  لتب لط نحصو عاد م  فلة الحركة لة 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )( )

2
2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2

2
2 1 1 2 1 2 1

1 2
1 1 2 1 2

sin sin sin cos

cos sin
(16)

sin

m g m m m g

m

m m

      

    


 

 − − − + + −
 
 − − − =

+ −
 

ةوتلجةةةةةة ف م  فلةةةةةةة الحركةةةةةة  ة11نحةةةةةةرغ الم  فلةةةةةةة ) 2ة لةةةةةة )( نةةةةةة )( )2 1 2cosm  − ( 15ونحةةةةةةرغ الم  فلةةةةةةة )
)نة )( )1 2m m−  زتصب  الم  فلتق  ب لشكو: +

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 2

2
2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

cos cos

cos sin sin cos 0

m m m

m m m g

     

       

+ − + − +

− − + + − =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1

1 2 2

cos sin

sin 0

m m m m m m

m m g

      



− + − − + + + −

− + =
 

 ب لشكو : 2لحركة لة و جم  الم  فلتق  و  لتب لط نحصو عاد م  فلة ا

( )

( ) ( )
( )

( )

( )( )

2
2 2 1 2 1 2 2

1 1 2

1 21 2

2
2 1 1 2 1

2 2
2 1 2 1 2

cos sin
sin cos

sin sin
(17)

sin

m
g

m mm m

g

m m

    
  

   


 

 − −
+ − 

++  
 

− + −  =
+ −

 

 ( نظ   اركة اليندوى المافوج.17( و)16ةمثو الم  فلتق  )
 حركة البندول المزدوج بإستخدام نظرية ليبانوف : استقراريةدراسة  -3
 الجانب النظري  • 

طريقة سمق  ببريقة لقب نوج المب وةرع  (Laypunov)وج ال  لف لقب ن انتد زؤ مثو ا لة اليندوى المافوج 
ةتةةدج ملةةد فراسةةة اسةةتقرارية الحةةو لام ةة فات الت  نةةالة  قةةر الدبلةةة فوه اةةو الم ةةعلة. ض ظو طريقةةة لقبةة نوج الث نلةةة

 :[4وةنص نظرية لقب نوج اهولد زؤ ااستقرار عاد ظه ]
 " للك  لدلن  المنظومة الت  نالة:

1 2( , , , , ) ; 1,2, ,i
i n

dx
f t x x x i n

dt
= =  

ولتك  لدلن  الدالة 
1 2( , , , )nV x x x  0والتؤ  ةدعد فالة لقب نوج وix   نقبة اةااه   نتة ةحقةف الشةروط

 ا ةلة ب لقرغ م  نقبة اهدو :
 الشرط اهوى :

...(16) 

...(17) 
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1 2( , , , ) 0 & 0nV x x x V =  

0ixزقط عند   اه الدالةظي م  م ن ، V  .ةما  نت لة دغرى محدفع ندمة عند نقبة اهدو 
 الشرط الث نؤ : 

1 2 0

1

( , , , , ) 0 ;
n

i n

i i

dv v
f t x x x t t

dt x=


=  


  

عنده  ةكوه نقبة ااةااه   0ix    م تقرع ".
 ب لحقلقة مه هذ، النظرية م  هؤ سوى ة ملف لاميدظ ال قاي يؤ والذي لنص عاد ظنيُ:

زؤ اهنظمة ال قاي يلة الح زظة لاب مة لكوه الج لف زؤ موم  استقرار م ا ك ن  الب مة الك منةة زةؤ نت لتتة  الصةغرى "
 ."هن  

 واستن فا  ملد هذ، النظرية ةف الحصوى عاد نت يج البحث.
يندوى المافوج ن مو عاد ةحويةو منظومةة الحركةة مة  الرةبةة الث نلةة ملةد منظومةة ة  نةالة مة  ز ؤ ا لة ال

 ال رنل ت الت للة : ب ستددا الرةبة اهولد 
1 1 2 2 3 1 4 2; ; ;y y y y   = = = =  

 وعالي لكوه النظ   المك زئ ب لشكو :
1 3

2 4

y y

y y

=

=

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2
2 2 1 2 4 1 2 1 2 2 1 2

2
2 1 1 2 1 2 3

3 2
1 1 2 1 2

sin sin sin cos

cos sin

sin

m y y y g m m y m g y y y

m y y y y y
y

m m y y

 − − − + + −
 
 − − − =

+ −

 

( )

( ) ( )
( )

( )

( )( )

2
2 2 1 2 1 2 4

1 1 2

1 21 2

2
2 1 1 2 3

4 2
2 1 2 1 2

cos sin
sin cos

sin sin

sin

m y y y y y
g y y y

m mm m

g y y y y
y

m m y y

 − −
+ − 

++  
 

− + −  =
+ −

 

)( نجد الب مة الكالة 7( والب مة الك منة )4وم  م  فلتؤ الب مة الحركلة ) )1 2 3 4, , ,V y y y y  وةُ تير نن س
 الوم  فالة لقب نوج محدفع اتو رع موابة:

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 3 2 2 4 2 1 2 3 4 1 2

1 2 1 1 2 2 2

1 1
, , , cos

2 2

cos cos

V y y y y m m y m y m y y y y

m m g y m g y

= + + + −

− + −

       و 

 ستددا  م عدع ال ا اة نجد ظه:ب 

1 2 3 4

1 2 3 4

V V V V
V y y y y

y y y y

   
= + + +
   

 

 ومنت :
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( ) ( )

( )

2
2 1 2 3 4 1 2 1 2 1 3 1

2
2 1 2 3 4 1 2 2 2 4 2

sin sin

sin sin

V m y y y y m m g y y

m y y y y m g y y

=− − + +

+ − +
 

( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

22 2 2
2 1 2 1 2 3 4 1 2 1 2 1 3 1

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

sin sin

sin sin

m m m y y y y g m m y y

m m y y m m y y

+ − +
− − +

+ − + −
 

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )

2 3 3
2 1 2 1 3 2 1 2 2 1 2 1 3 1 2 1 2

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

sin cos cos sin

sin sin

m m m g y y y y m m m y y y y y

m m y y m m y y

+ − + − −
+ −

+ − + −
 

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 2 3
2 1 2 4 1 2 1 2 2 1 2 1 2 4 1 1 2

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

cos sin sin cos

sin sin

m y y y y y m m m g y y y y

m m y y m m y y

− − + −
− −

+ − + −
 

( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 4 2 1 2 3 4 1 2 1 2

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

sin cos cos sin

sin sin

m g y y y y m y y y y y y

m m y y m m y y

− − −
+ −

+ − + −
 

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 3 3 2
2 2 4 1 2 1 2 2 1 2 2 4 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

cos sin sin cos

sin sin

m y y y y y m m m g y y y y

m m y y m m y y

− − + −
+ +

+ − + −
 

( )

( )( )
( )( )

( )( )

2 2 2
2 1 2 2 4 2 2 1 2 3 4 1 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

sin sin

sin sin

m m m g y y m y y y y m m

m m y y m m y y

+ − +
− +

+ − + −
 

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 2 2 2
2 1 2 3 4 1 2 1 2 2 1 2 1 2 3 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

cos sin sin cos

sin sin

m y y y y y y m m m g y y y y

m m y y m m y y

− − + −
+ +

+ − + −
 

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )

2 3
2 1 2 1 2 3 2 1 2 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

sin cos cos sin

sin sin

m m m g y y y y m m m y y y y y

m m y y m m y y

+ − + − −
− +

+ − + −
 

 و  لتب لط نحصو عاد ظه:
( ) ( )

( )

2
2 1 2 3 4 1 2 1 2 1 3 1

2
2 1 2 3 4 1 2 2 2 4 2

sin sin

sin sin

V m y y y y m m g y y

m y y y y m g y y

= − − + +

+ − +
 

( ) ( )

( )

( )

( )

22
2 1 2 1 2 3 4 1 2 1 2 1 3 1

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

sin sin

sin sin

m m m y y y y g m m y y

m m y y m m y y

+ − +
− −

+ − + −
 

( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2
2 2 4 2 1 2 2 1 2 3 4 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

sin cos cos sin

sin sin

m g y y y y m g y y y y y y

m m y y m m y y

− − −
+ −

+ − + −
 

( )

( )

( ) ( )

( )

2
2 1 2 2 4 2 2 1 2 1 2 3 4 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

sin sin

sin sin

m m m g y y m m m y y y y

m m y y m m y y

+ + −
− +

+ − + −
 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 1 2 3 4 1 2 1 2 2 1 2 1 3 1 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

cos sin sin cos

sin sin

m y y y y y y m m m g y y y y

m m y y m m y y

− − + −
+ +

+ − + −
 

 :محدفع اتو رع س لبة لج  ظه ةتحقف الشروط الت للة  Vولكؤ ةكوه 
1.     ( )1 2 1 3 1sin 0m m g y y+   

2.      ( )2
2 1 2 3 4 1 2sin 0m y y y y−   
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3.     2 2 4 2sin 0m g y y   

4.      
( )

( )

2 2
2 2 4 2 1 2

2
1 2 1 2

sin cos
0

sin

m g y y y y

m m y y

−


+ −
 

5.       
( ) ( )

( )

2
2 1 2 1 2 3 4 1 2

2
1 2 1 2

sin
0

sin

m m m y y y y

m m y y

+ −


+ −
 

6.       
( ) ( )

( )

2 2 2
2 1 2 3 4 1 2 1 2

2
1 2 1 2

cos sin
0

sin

m y y y y y y

m m y y

− −


+ −
 

7.        
( ) ( )

( )

2
2 1 2 1 3 1 1 2

2
1 2 1 2

sin cos
0

sin

m m m g y y y y

m m y y

+ −


+ −
 

 اركة اليندوى المافوج. استقراريةوعالي ةُمثو الشروط ظعلا، وروط 
 الجانب العملي • 

ة) ب ستددا  الدوريةة  ( والتةؤ مة  خلالتة  نونة  الحركةة-6 2( ةةف الحصةوى عاةد اهوةك ى )Mapleنظ   الة
 ستقرارية لايندوى المافوج:وم توي ت البور وا لة اا

 

 
2م  ر الحو .( 3الشكل)  ( )t لحركة اليندوى المافوج عند 

( )
( )

1 2 1 2(0) 0 , (0) 1 , (0) 2 , (0) 0

& 0 5t

    = = = =

 
 

 

 
)1م  ر الحو  .( 2الشكل)  )t لحركة اليندوى المافوج عند 

( )
( )

1 2 1 2(0) 0 , (0) 1 , (0) 2 , (0) 0

& 0 5t

    = = = =

 
 

 

 
 اركة اليندوى المافوج عند .( 5الشكل) 

( )

( )

1 2 1 22 , 1 , 5 , 6 , 32

& 2 10

m m g

t

= = = = =

−  
 

 

 
 ت الحاوى لحركة اليندوى المافوج عندم  را .( 4الشكل) 

( )1 1t−    
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 م توى طور اركة اليندوى المافوج عند .( 6الشكل) 

( )2 2t−    
 

  Pendulum Sphericalالبندول الكروي     -4

 ظ تشةةيمه اركةةة الينةةدوى الكةةروي ةتبةة  م ةة را  فوريةة   ض وظوى مةة  
( ويُ تيةةةر Christian Huygensال قايةةة يؤ التولنةةةدي )  لةةة  هةةةو ال ةةة لف

اليندوى الكةروي ظاةد اهمثاةة عاةد الحركةة المققةدع الكلاسةلكلة اقةث لتكةوه 
 قةةةر م نةةةو لامةةةط  مر وطةةةة زةةةؤ نت لةةةة وةةةةر طولةةةيُ  mمةةة  كةةةرع كتاتتةةة  

 نقبة   نتة.  ك ه اوى اةج ،وةتعرا  بحرية بعي 
                                                                                       

                                                                                                                     
 

)مه الينةةةةةةدوى الكةةةةةةروي لتحةةةةةةر  نةةةةةةثلا  ظب ةةةةةة فض  ), ,x y zوهةةةةةةؤ اتاةةةةةةدا ل ت الدلك رةلةةةةةةة و( ), ,r   
. تلجةة ف م ةة فلتؤ الب مةةة الحركلةةة  [6]و اتاةةدا ل ت الكرويةةةض ممةة  ل بةةؤ لاينةةدوى الكةةروي فراتةةؤ اريةةة همةة  

r ل ت الكروية واقث )اتادا ب ستددا والك منة  = =constant: وكذل ) 
sin cos

sin sin

cos

x

y

z

 

 



=

=

= −

 

 عالي ةكوه الب مة الك منة:
E m g z=  

 ومنت :
cos (18)E m g = −             ...(18) 

 وةكوه الب مة الحركلة:

( )2 2 21

2
T m x y z= + +  

  لط نحصو عاد:و  لتب

 اليندوى الكروي  (7).الشكل 
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( )2 2 2 21
sin (19)

2
T m   = +                    …(19) 

 ( :Lagrangianولاحصوى عاد نظ   اركة اليندوى الكرويض ن تدد  م  فات ا رانج )
 

L T E= −  

 ومنت  :

( )2 2 2 21
sin cos

2
L m m g   = + +  

 ( زيه :Euler – Lagrange Equation) و  ستددا 

0

0

d L L

dt

d L L

dt

 

 

 
− =

 

 
− =

 

 

 ومنت :
2sin sin cos

(20)

2 cot

g
    

   

− 
= + 


=− 

                …(20) 

 ( نظ   اركة اليندوى الكروي.20) وةُمثو المنظومة الت  نالة
 طريقة جيتاييف : باستخدامحركة البندول الكروي  استقراريةدراسة   –5
 الجانب النظري  •  

( ننةةةة   فالةةةةة لقبةةةة نوج بم ةةةة عدع Chetayevي نةةةةؤ اقتةةةة للل )الر  ظمتةةةةر زةةةةؤ مثةةةةو ا لةةةةة الينةةةةدوى الكةةةةروي 
 التك ملات ب لشكو:

    2 2 2 2
1 1 1 1 1 1(0) (0) (0) (0)m m m m m mV F F F F F F F F      = − + + − + − + + −

   
 

اقث ظه 
1 , , m   و

1 , , m    اختل رية وان. 
j, اختلةةة رعالةةةي م ا ةةةةف  j   اقةةةث( )1 , ,j m=  بحقةةةث ةج ةةةوV   فالةةةة محةةةدفع موابةةةة
 .رستقران  امل  وروط نظرية لقب نوج زؤ ااز نكوه نذل  مد اقق

( لين   فالة لقب نوج بم ة عدع التكة ملات هةؤ طريقةة مةإ رعض ز ةؤ ا لةة Chetayev) ة تير طريقة اقت للل
( ة تمةد عاةد 19فوري وط متةي الحركلةة )  منةة ويلةي المحةور اليندوى الكروي نلااق ظني ةةإ ر عالةي مةوى الثقةو الك

 :،ض والقوى التؤ ةب نف هذ، المح ور ة  وي د ر ظي م  م ن وا ة تمد عاد المحور  ال رعة 
0

E




=


 

 (:20ةك ماق  لامنظومة الت  نالة ) وعالي لواد
 ( لكوه التك ماق  ب لشكو:19( و)18ست  نة ب لم  فلتق  )او  
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( )2 2 2

2

2
sin cos

(21)

sin

g
T E h

T
n

   

 



+ = + − = 




= =
 

                  …(21) 

  وان . و  ر  ظه: nو hاقث ظه كو م  
1 2 3; ;x x x    = + = = +  

 ( لكوه التك ماق  ب لشكو:21و ت وي  ال رنل ت زؤ )

( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )

22 2
1 1 2 3 2 1 3 1

2
2 1 2 3 1 3

2
, , sin cos

(22)

, , sin

g
F x x x x x x x h

F x x x x x

  

  


= + + + − + = 


= + + = 

    …(22) 

( عبةةةةة رع عةةةةة  فواى  قةةةةةر محةةةةةدفع اتوةةةةة رع ولةةةةةذل  ن ةةةةةتدد  طريقةةةةةة اقتةةةةة للل 22ونلااةةةةةق ظه كةةةةةلا التكةةةةة ماق  زةةةةةؤ )
(Chetayev  زؤ نن   فالة لقب نوج نون )1 1 2و = = : وعالي ةكوه الدالة 

   1 1 2 2(0) (0)V F F F F= − + −  

 ومنت :

( )( ) ( )

( )( )

22 2 2 2
2 1 3 1

2 2
1 3

2 2
sin cos sin cos

sin sin

g g
V x x x x

x x

     

     

 
= + + + − + − + 
 

 + + + −
 

 

 و  لتب لط:
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2
1 2 3 1

2
3 1 3

cos 2 cos sin 2 sin 2

2 sin 2 sin 2

V x x x x

x x x

          

     

 = + + + + + +
 

+ + + +
 

فالةةةة ةر للألةةةة محةةةدفع اتوةةة رع موابةةةةض عاقنةةة  الةةةتداص مةةة  الحةةةدوف التةةةؤ ةحةةةوي المتغقةةةرات  Vلكةةةؤ ةكةةةوه 
3 2 1, ,x x x   م  الرةبة اهولد نون( )2 =− زؤV :لتصب  ب لشكو 

2 2 2 2 2 2
1 2 3sin sinV x x x  =  + +  +  

 ومنت :
0

dV

dt
=  

ي م ةةةةتقرع ( نحصةةةو عاةةةةد ظه اركةةةة الينةةةدوى الكةةةرو 22عالةةةي بمواةةة  نظريةةةة اقتةةةة للل ومةةة  التكةةة ملات )

0ون تنتج م  النتلجة 
dV

dt

 
= 

 
 ظه نظ   اركة اليندوى الكروي هو نظ   ا زق لاب مة. 

 الجانب العملي • 
ةةة) ب سةةةتددا  ( والتةةةؤ مةةة  خلالتةةة  نونةةة  الحركةةةة 12 – 8( ةةةةف الحصةةةوى عاةةةد اهوةةةك ى )Mapleنظةةة   الة

 كروي:لايندوى ال ةستقراريااالدورية وم توي ت البور وا لة 
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)م  ر الحو .( 9الشكل)  )t لحركة اليندوى الكروي عند 

( )
( )

(0) 1 , (0) 0 , (0) 2 , (0) 1

& 0 t 20

  =  =  =  =

 

 

 

 
)م  ر الحو  .( 8الشكل)  )t لحركة اليندوى الكروي عند 

( )
( )

(0) 1 , (0) 0 , (0) 2 , (0) 1

& 0 6t

    = = = =

 
 

 
 

 
 اركة اليندوى الكروي عند . ( 11الشكل) 

( ) ( )3 , 32 & 3 6g t= = −    

 

 
 م  رات الحاوى لحركة اليندوى الكروي عند . ( 10الشكل) 

( )1.5 2t−    

 
 

 
 م توى طور اركة اليندوى الكروي عند . ( 12الشكل) 

( )2.5 2.5t−    
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 الاستنتاجات  –6

( وإلجة ف Double  Pendulum) لينةدوى المةافوجسةتقرار عاةد اركةة االمك  ةبيقف نظري ت لقب نوج زؤ ا•  
 الشروط التؤ ةج و اركتي م تقرع.

ا ة  ميةدظ ا ةق  ( ماةدى اهنظمةة الح زظةة لاب مةةSpherical Pendulumلُ تيةر نظة   الينةدوى الكةروي )•  
وي الب مةةةةض و مواةةة  طريقةةةة اقتةةة للل زةةةؤ ننةةة   فالةةةة لقبةةة نوج بم ةةة عدع التكةةة ملات ةُ تيةةةر اركةةةة الينةةةدوى الكةةةر 

 م تقرع.

 التوصيات  –7

مةة  الممكةة  ةبيقةةف هةةذ، الدراسةةة عاةةد الكثقةةر مةة  اهاتةةاع الكتر  يلةةة والملك نلكلةةة التةةؤ لُ تيةةر زقتةة  الينةةدوى •  
 هتاازات اهرنلة.اظس س ل مات  مثو ات ز ال قامواراج الذي لُ تدد  لردد ا
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